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基于SPA 的D 2U 空间的区间数多属性决策模型及应用
Ξ

刘秀梅1, 赵克勤2

(1. 连云港师范高等专科学校 数学系, 江苏 连云港　222006;

2. 浙江诸暨联系数学研究所, 浙江 诸暨　311811)

摘　要: 区间数多属性决策既具有一定的确定性, 又具有一定的不确定性。利用集对分析 (SPA ) 的不确

定性系统理论, 将区间数映射到二维确定2不确定空间 (D 2U 空间) , 把区间数转换为向量, 建立区间数的

模、幅角及三角函数表达式的概念, 进而建立区间数的综合 (基本、一般、主值)决策模型。实例计算表明:

该模型能较为客观地反映出区间数多属性决策的确定性与不确定性, 同时, 更具有对不确定性分析的合

理性。
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1　引言
区间数多属性决策是系统决策领域中广受关注的一类决策问题, 由于受种种条件的限制, 决策中涉

及的属性权重与属性值常常带有一定程度的不确定性, 为此, 人们乐于采用区间数的形式表示属性权重

与属性值, 但由于区间数不能象普通点实数那样比较大小和进行运算, 区间数多属性决策问题因而成为

学者们研究的一个热点。例如文献[ 1 ]把灰色关联分析法引入到区间数多属性指标决策; 文献[ 2 ]引用

TO PS IS 法对区间数多属性对象进行了排序; 文献 [ 3 ]把区间数化成区间中值和决策者风险态度的函

数, 从而把问题转化成与风险态度有关的确定性多属性决策问题; 文献[ 4 ]把集对分析对论域作同异反

三分的思想引入区间数多属性决策, 把区间数转换为联系数的形式, 在此基础上给出了新的排序准则,

所得结果与同一实例采用其他方法相同, 步骤更为简便; 文献[ 5 ]则在文献[ 4 ]的基础上再引用TO PS IS

法, 在获得相同决策结果同时但方法步骤更为简洁。本文受文献[ 4 ]、[ 5 ]的启发, 并进一步从集对分析

(Set Pair A nalysis, 简称SPA )角度思考区间数的性质, 认为区间数既具有一定程度的确定性, 同时又具

有一定程度的不确定性, 据此可以把区间数映射到基于SPA 不确定性系统理论的二维确定—不确定

(D eterm inat ion2U ncerta in)空间[6- 7 ] (简称D 2U 空间)。在该空间中建立区间数多属性决策模型, 算法表

明, 该模型算法简便, 所得结果可信有效。

2　区间数及其在D 2U 空间中的运算
2. 1　区间数

记R 为实数域, 称闭区间 [x - , x + ] 为区间数, 记为 x�, 即
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x
� = [x - , x + ] (1)

其中, x - , x + ∈R , 且 x - ≤ x + , 当 x - = x + 时, x
� 就退化为点实数 (如图1)。

图1　区间数x�

2. 2　D 2U 空间

D 2U 空间是SPA 中给出的一种具有不确定性的空间, 其特征是构成 n 维空间的 n 个坐标轴中至少

有一维坐标轴是对不确定性测度的描述。例如, 在二维空间中, 若以 x 轴表示一个量的确定性测度, y 轴

表示这个量的不确定性测度, 则此量称为确定2不确定量, 也简称为复合量, 由 x 轴与 y 轴构成的直角坐

标系就是一个二维D 2U 空间 (如图2)。

图2　D 2U 空间

2. 3　区间数在D 2U 空间上的映射

由图1 可见, 区间数 x� 的边界点 x - 与 x + 是确定的, 但在 x - 与 x + 之间的点是不确定的, 其不确定

的测度可以由 x + - x - 确定, 借用SPA 中的联系数

u = x + y i (2)

x = x - (3)

y = x + - x - (4)

并用 i ∈ [ 0, 1 ] 表示不确定性, 则给定一个区间数 x
� 后, 即可以将其改写成联系数

x
�′= u = x + y i = x - + (x + - x - ) i (5)

并在图2 所示的D 2U 空间上标出此联系数的向量OU , 如图3。

图3　区间数在二维D 2U 空间上的映射

向量OU 是区间数 x
� 在D 2U 空间上的映像, 向量OU 的长度 (模) r 是区间数 x

� 在D 2U 空间上映像的

大小, Η则表示区间数 x� 经映射后得到的向量OU 与 x 轴正向的夹角。由图3 易知,

x = rco sΗ (6)

y = rsinΗ (7)

于是, 有

x
� = r (co sΗ+ isinΗ) (8)

　　式 (8)为区间数 x
� 在二维D 2U 空间上的三角函数表达式。
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为明确起见, 以下给出区间数 x
� 的模以及幅角的定义。

定义2. 1　设有区间数 x� = [x - , x + ], x - , x + ∈R , 且 x - ≤ x + , 称

r = (x - ) 2 + (x + - x - ) 2 (9)

为区间数 x� 在二维D 2U 空间中的模。称式 (9)为区间数求模公式, 记为

r = ûx
�û (10)

　　定义2. 2　设有区间数 x
� = [x - , x + ], x - , x + ∈R , 且 x - ≤ x + , 称

Η= arctan
x + - x -

x - (11)

为区间数 x� 在二维D 2U 空间中的幅角, 称式 (11)为计算区间数的幅角公式, 记为 argx�.

2. 4　区间数在D 2U 空间中的运算[8 ]

(1)加法运算

定义2. 3　设有区间数 x
�

1 = [x
-
1 , x

+
1 ], x

�
2 = [x

-
2 , x

+
2 ], 把区间数改写成联系数的形式, 有

x
�

1′= x
-
1 + (x

+
1 - x

-
1 ) i (12)

x�2′= x
-
2 + (x

+
2 - x

-
2 ) i (13)

所以

x
�

1 + x
�

2 = x
�′1 + x

�′2 = x
-
1 + (x

+
1 - x

-
1 ) i + x

-
2 + (x

+
2 - x

-
2 ) i

= x
-
1 + x

-
2 + [ (x

+
1 + x

+
2 ) - (x

-
1 + x

-
2 ) ] i (14)

　　容易证明, 上述加法运算满足交换律和结合律。

(2)乘法运算

定义2. 4　设有区间数 x
�

1 = [x
-
1 , x

+
1 ], x

�
2 = [x

-
2 , x

+
2 ], 把区间数改写成三角函数表达式:

x
�′1 = r1 (co sΗ1 + isinΗ1) (15)

x
�′2 = r2 (co sΗ2 + isinΗ2) (16)

则定义两个区间数的乘积为

x
�′1x

�′2 = r1 (co sΗ1 + isinΗ1) õ r2 (co sΗ2 + isinΗ2) = r1 r2 [co s (Η1 + Η2) + isin (Η1 + Η2) ] (17)

　　容易证明, 上述乘法满足交换律和结合律。

推论2. 1　由定义2. 4 可推得

ûx�1x�2û = ûx�1ûûx�2û (18)

a rg (x
�

1x�2) = argx�1 + argx�2 (19)

3　基于区间数D 2U 空间转换的多属性决策方法

3. 1　问题描述

设m 个方案 S 1, S 2, ⋯, S m 组成方案集 S ; 每个方案各有 n 个属性Q 1,Q 2, ⋯,Q n , 组成属性集Q ; n

个属性的权重向量w�1,w�2, ⋯,w�n 都是区间数, 如w� t = [w -
t ,w

+
t ], 权重向量组成权重向量集W , 其中 0

≤w
-
t ≤w

+
t ≤ 1, 且∑

n

t= 1
w

-
t ≤ 1, ∑

n

t= 1
w

+
t ≥ 1; P = (p�k t) m ×n 表示区间数决策矩阵, 其中 p�k t 表示第 k 个方

案在 t 个属性上的评价值区间数, 即 p�k t = [p
-
k t , p

+
k t ] (k = 1, 2, ⋯,m )。为简便起见, 假定 p

�
k t 已通过规范

化处理为越大越好型属性, 且 p
+
k t ≥ p

-
k t ∈ [ 0, 1 ], t = 1, 2, ⋯, n.

要求对m 个方案中决策出最优方案, 并对这些方案作出从优到劣的排序。

3. 2　决策模型

(1)基本模型
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设方案S k (k = 1, 2, ⋯,m ) , 权重区间数w
�

t 与评价值区间数 p
�

k t ( t = 1, 2, ⋯, n ) , 其综合评价结果为

M (S k ) , 则有

M (S k ) = ∑
n

t= 1
w
�

tp
�

k t (20)

　　此模型称为基于SPA 的D 2U 空间的区间数多属性决策综合基本模型, 其值称为综合基本决策值,

简称综合基本值或基本值。

由综合基本值M (S k ) (k = 1, 2, ⋯,m ) 构成的矩阵

M{ (S k) = (M (S 1)　M (S 2)　M (S 3)　⋯　M (S k ) ) T

称为方案的综合基本值决策矩阵, 有时不加区分也用M (S k ) 表示, 以下类同。

(2)一般模型

把式 (20)中的权重区间数w� t 与评价值区间数 p�k t 各自转换成三角函数表达式:

w
�

t = rw t
(co sΗw t

+ isinΗw t
)

p�k t = rp k t
(co sΗp k t

+ isinΗp k t
)

其中, 区间数的模和幅角由式 (9)、式 (11)确定, 则有

M (S k ) = ∑
n

t= 1

rw t
rp k t

[co s (Ηw t
+ Ηp k t

) + isin (Ηw t
+ Ηp k t

) ] (21)

　　此模型称为基于SPA 的D 2U 空间的区间数多属性决策一般综合模型, 计算得到的值称为一般综合

决策值, 简称一般综合值。称式

rw t
rp k t

[co s (Ηw t
+ Ηp k t

) + isin (Ηw t
+ Ηp k t

) ] (22)

为一般综合值的分量, 称M{ (S k ) 为方案的综合一般值决策矩阵。

(3)主值模型

当式 (21)中的 [co s (Ηw t
+ Ηp k t

) + isin (Ηw t
+ Ηp k t

) ] = 1 时, 则得

M (S k ) = ∑
n

t= 1
rw t

rp k t
(23)

　　称式 (22)为基于SPA 的D 2U 空间的区间数多属性决策综合主值模型, 简称综合主值决策模型或主

值模型。其值称为综合决策主值, 简称综合主值或主值。称 rw t
rp k t

为综合主值的分量, M{ (S k ) 为方案的

综合主值决策矩阵。

(4)决策步骤

①先利用模及幅角的计算公式把决策问题的属性值区间数与权重区间数改写成三角函数表达式;

②利用D 2U 空间的综合主值决策模型式 (23) , 计算各方案的综合主值, 主值大的方案优先于主值

小的方案;

③利用一般综合决策模型式 (21)计算各决策方案的一般综合值, 其中的 i 可按比例取值原理取值,

计算公式为:

i =
co s (Ηw t

+ Ηp k t
)

co s (Ηw t
+ Ηp k t

) + sin (Ηw t
+ Ηp k t

)
(24)

也可取特殊值 i = 0, i = 0. 5, i = 1, 以考察一般综合值的变化及对决策方案排序的影响。

4　应用实例

为便于比较, 这里采用文献[ 9 ]中一个例子说明本文所述决策方法的应用。

设有一个多属性决策问题, 有 S 1, S 2, S 3, S 4, S 5 共 5 个被选方案, 构成方案集 S = (S 1, S 2, S 3, S 4,

S 5) T
, 决策者对方案进行了两两比较, 并采用0. 1～ 0. 9 标度法对比较的结果作出标度, 得到如下的用区
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间数表示的决策矩阵

A =

[ 0. 5, 0. 5 ] [ 0. 3, 0. 5 ] [ 0. 6, 0. 7 ] [ 0. 5, 0. 6 ] [ 0. 6, 0. 7 ]

[ 0. 5, 0. 7 ] [ 0. 5, 0. 5 ] [ 0. 4, 0. 7 ] [ 0. 5, 0. 7 ] [ 0. 6, 0. 8 ]

[ 0. 3, 0. 4 ] [ 0. 3, 0. 6 ] [ 0. 5, 0. 5 ] [ 0. 2, 0. 5 ] [ 0. 3, 0. 4 ]

[ 0. 4, 0. 5 ] [ 0. 3, 0. 5 ] [ 0. 5, 0. 8 ] [ 0. 5, 0. 5 ] [ 0. 4, 0. 6 ]

[ 0. 3, 0. 4 ] [ 0. 2, 0. 4 ] [ 0. 6, 0. 8 ] [ 0. 4, 0. 6 ] [ 0. 5, 0. 5 ]

相应的区间数权重向量为

W =

w�1

w�2

w�3

w
�

4

w
�

5

=

[ 0. 1761, 0. 2778 ]

[ 0. 1761, 1. 3148 ]

[ 0. 1127, 0. 2222 ]

[ 0. 1549, 0. 2593 ]

[ 0. 1408, 0. 2407 ]

试决策出最优方案并给出5 个方案的优劣排序。

处理思路: 在基本模型的基础上, 分别采用综合主值模型和综合一般模型进行决策, 并与文献[ 9 ]的

结果进行比较。

办法一: 利用综合主值决策模型进行决策。

第一步: 将A 与W 中的区间数改写成联系数的形式, 得到联系数矩阵A ′和W ′如下:

A ′=

0. 5 + 0i 0. 3 + 0. 2i 0. 6 + 0. 1i 0. 5 + 0. 1i 0. 6 + 0. 1i

0. 5 + 0. 2i 0. 5 + 0i 0. 4 + 0. 3i 0. 5 + 0. 2i 0. 6 + 0. 2i

0. 3 + 0. 1i 0. 3 + 0. 3i 0. 5 + 0i 0. 2 + 0. 3i 0. 3 + 0. 1i

0. 4 + 0. 1i 0. 3 + 0. 2i 0. 5 + 0. 3i 0. 5 + 0i 0. 4 + 0. 2i

0. 3 + 0. 1i 0. 2 + 0. 2i 0. 6 + 0. 2i 0. 4 + 0. 2i 0. 5 + 0i

W ′=

w ′1

w ′2

w ′3

w ′4

w ′5

=

0. 1761 + 0. 1017i

0. 1761 + 0. 1387i

0. 1127 + 0. 1095i

0. 1549 + 0. 1044i

0. 1408 + 0. 0999i

第二步: 分别计算联系数矩阵A ′与W ′的各数据的模, 得到每个区间数的模构成的矩阵 R A 与 R w

如下:

R A = (ra ij
) 5×5 =

0. 50 0. 36 0. 61 0. 51 0. 61

0. 54 0. 50 0. 50 0. 54 0. 63

0. 32 0. 42 0. 50 0. 36 0. 32

0. 41 0. 36 0. 58 0. 50 0. 45

0. 32 0. 28 0. 63 0. 45 0. 50

R w =

rw 1

rw 2

rw 3

rw 4

rw 5

=

0. 203

0. 224

0. 157

0. 187

0. 173

第三步: 根据综合主值决策模型式 (23) , 计算综合主值M (S k ) , 并求出综合主值决策矩阵
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M{ (S k ) (计算最后结果保留小数点后四位) , 进行排序。

根据主值模型式 (23)先计算综合主值的分量 rak t
rw t

, 以第1 行数据为例, 此时 k = 1, 　

t = 1 时, ra11 õ rw 1 = 0. 50 × 0. 203 = 0. 1015

t = 2 时, ra12 õ rw 2 = 0. 36 × 0. 224 = 0. 0806

t = 3 时, ra13 õ rw 3 = 0. 61 × 0. 157 = 0. 0958

t = 4 时, ra14 õ rw 4 = 0. 51 × 0. 187 = 0. 0954

t = 5 时, ra15 õ rw 5 = 0. 61 × 0. 173 = 0. 1055

其他个数据计算方法类似, 得到如下矩阵:

　t = 1 　t = 2 　t = 3 　t = 4 　t = 5

S 1

S 2

S 3

S 4

S 5

0. 1015 0. 0806 0. 0958 0. 0954 0. 1055

0. 1096 0. 1120 0. 0785 0. 1010 0. 1090

0. 0650 0. 0941 0. 0785 0. 0673 0. 0554

0. 0832 0. 0806 0. 0911 0. 0935 0. 0779

0. 0650 0. 0627 0. 0989 0. 0842 0. 0865

将各行数据相加, 得到综合主值, 并进行排序 (最右一列为排序) , 得到方案的综合主值决策矩阵M{ (S k )

为:

M{ (S k ) =

M (S 1)

M (S 2)

M (S 3)

M (S 4)

M (S 5)

=

0. 4788

0. 5101

0. 3602

0. 4063

0. 3973

(2)

(1)

(5)

(3)

(4)

显然, 对方案集 S = (S 1, S 2, S 3, S 4, S 5) T , 有S 2 : S 1 : S 4 : S 5 : S 3 (符号 : 表示“优于”) , 即S 2 为

最优方案, 以上排序结果与文献[ 9 ]所得排序结果相同。

办法二: 用一般综合决策模型进行决策。

思路: 按一般综合决策模型式 (21) , M (S k ) = ∑
n

t= 1
rw t

rak t
[co s (Ηw t

+ Ηak t
) + isin (Ηw t

+ Ηak t
) ], 分别取

i = 1, i = 0. 5, i = 0, 计算各方案的一般综合值M (S k ) , 求出一般综合值决策矩阵M{ (S k ) 并进行比较。

先取 i = 1, 计算一般综合值M (S k )。

以第1 行数据为例, 此时 k = 1, 计算M (S 1) 的各项值, 步骤如下:

第一步: 根据式 (11) Η= arctan
x + - x -

x - , 计算各区间数的幅角:

Ηa11= arctan
0. 5- 0. 5

0. 5
= 0

Ηw 1= arctan
0. 2778- 0. 1761

0. 1761
≈ 0. 5237

第二步: 取 t = 1 , 由一般综合值公式, 计算一般综合值的分量:

rw 1 ra11 [co s (Ηw 1 + Ηa11
) + isin (Ηw 1 + Ηa11

) ] = 0. 203 × 0. 5 × [co s (0 + 0. 5237) + 1õ sin (0 + 0.

5237) ] = 0. 1015 × 1. 3661≈ 0. 1386

类似, 当 t = 2 时,

Ηa12= arctan
0. 5- 0. 3

0. 3
≈ 0. 5880

Ηw 2= arctan
0. 3148- 0. 1761

0. 1761
≈ 0. 6671
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rw 2 ra12 [co s (Ηw 2+ Ηa12
) + isin (Ηw 2+ Ηa12

) ]= 0. 224×0. 36×[ co s (0. 6671+ 0. 5880) + 1·sin (0. 6671+

0. 5880) ]= 0. 0806×1. 2610≈ 0. 1016

类似可得, t = 3 时分量值为0. 1339, t = 4 时分量值为0. 1349 和 t = 5 时分量值为 0. 1492。借助于

电子表格计算, 得出下列决策矩阵和排序, 右边两列为最后一般综合值和排序。

M{ (S k ) i= 1 =

0. 1387 0. 1016 0. 1339 0. 1349 0. 1492

0. 1539 0. 1573 0. 0898 0. 1403 0. 1523

0. 0918 0. 1045 0. 1110 0. 0670 0. 0774

0. 1176 0. 1016 0. 1114 0. 1298 0. 1053

0. 0918 0. 0697 0. 1333 0. 1145 0. 1206

0. 6583 (2)

0. 6936 (1)

0. 4517 (5)

0. 5658 (3)

0. 5300 (4)
　　当取 i = 0. 5 时, 同理可以得到

M{ (S k ) i= 0. 5 =

0. 1133 0. 0633 0. 0954 0. 1010 0. 1120

0. 1108 0. 1226 0. 0510 0. 0986 0. 1084

0. 0674 0. 0578 0. 0837 0. 0333 0. 0551

0. 0887 0. 0633 0. 0674 0. 1037 0. 0710

0. 0674 0. 0385 0. 0894 0. 0781 0. 0956

0. 4850 (2)

0. 4914 (1)

0. 2973 (5)

0. 3941 (3)

0. 3690 (4)
　　当取 i = 0 时, 同理可以得到

M{ (S k ) i= 0 =

0. 0879 0. 0250 0. 0568 0. 0671 0. 0748

0. 0678 0. 0880 0. 0122 0. 0568 0. 0644

0. 0431 0. 0111 0. 0563 - 0. 0003 0. 0327

0. 0598 0. 0250 0. 0234 0. 0775 0. 0367

0. 0431 0. 0074 0. 0455 0. 0414 0. 0705

0. 3117 (1)

0. 2892 (2)

0. 1429 (5)

0. 2224 (3)

0. 2080 (4)
　　由上可见, 当取 i = 1, i = 0. 5 时, 5 个方案的排序与主值的排序一致; 但是当取 i = 0 时, 方案的排

序有很大改变, 原来的最优方案S 2 改变了次序, 列居第2; 原来排名第2 的方案S 1 成为最优方案。由此说

明, 区间数的不确定性有可能影响排序的结果, 决定排序的顺序。因此, 我们在进行区间数多属性决策

时, 必须充分考虑区间数不确定性的影响。

值得指出的是, 文献[ 9 ]仅仅给出了一种排序结果, 与本文的基本模型和主值模型的排序结果一致,

但是没有指出区间数不确定性的影响。

5　结语
区间数具有确定2不确定特点, 确定是指区间数具有上下界 (区间端点) , 不确定是指变量在给定区

间内取值可以随时变化; 为了客观地处理区间数的这种确定性与不确定性, 可以根据集对分析 (SPA ) 的

不确定性系统理论, 把区间数通过联系数映射到SPA 的D 2U 空间中, 转化为D 2U 空间中的向量, 写出区

间数的三角函数表达式, 方便地建立起区间数多属性综合基本决策模型、一般决策模型和主值决策模

型, 实例计算表明:

①使用综合基本决策模型和综合主值决策模型的区间数多属性决策方法具有实用性, 保持了原有

结论, 而且易于计算。

②通过一般综合决策模型的计算, 可以得出这样的结论: 区间数的不确定性对决策结果可能会有重

大影响, 在决策时必须充分考虑到这种影响。

③基于SPA 的D 2U 空间的区间数多属性决策, 较好地处理了区间数的确定性与不确定性以及它们

之间的相互联系, 有其优越性和合理性, 避免了将区间数多属性决策问题完全转化为确定性来处理时,

其结论易存在一定的不合理性的缺点[10 ]。

至于集对分析 (SPA )D 2U 空间的区间数多属性决策模型在其它决策问题中的应用, 将另作深入研

371第 2 期　 　　　　　刘秀梅, 赵克勤: 基于SPA 的D 2U 空间的区间数多属性决策模型及应用



究。
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M ultiple A ttr ibute D ec is ion M ak ing

and Its Appl ica tion s w ith In terva l Num bers Based on D -U space of SPA

L IU X iu2m ei1, ZHAO Ke2qin2

(1. D epartm ent of M athem atics,L ianyungang T eachers Co llege,L ianyungang 222006, Ch ina;

2. Zhu ji Inst itu te of Connection M athem atics, Zhu ji 311811, Ch ina)

Abstract: T he m u lt i2ob ject ive decision m ak ing w ith the in terval num ber has bo th the determ inat ion

and uncerta in ty. Based on the uncerta in ty system theo ry of SET PA IR ANAL YS IS (SPA ) , w e can

tran sfo rm the in terval num ber in to the vecto r and estab lishe the concep t of the no rm of the in terval

num ber and the exp ression of t rigonom etric funct ion of the in terval num ber, and then estab lishe the

comp rehen sive decision m ak ing w ith the in terval num ber in the tw o2dim en sion determ inat ion2uncerta i2
n ty space (the D 2U space) , w h ich includes fundam en ta l model, genera lmodel, p rincipal2value model.

T he examp le indica tes the model can ob ject ively reflect the natu re of the determ inat ion and uncerta in ty

in the m u lt i2ob ject ive decision m ak ing w ith the in terval num ber, sim u ltaneou sly, it has ra t ionality

abou t the uncerta in ty analysis.

Key words: M u lt ip le A ttribu te D ecision M ak ing; In terval N um ber; Set Pair A nalysis (SPA ) ; U ncert2
ain System T heo ry; Connect ion N um ber; D 2U Space
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