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定义 1 设 X是度量空间,, A X⊂ , nm R+∈ ,我们定义 A的m-维Hausdorff

测度为 
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注记 2 1)当m n N= ∈ 时, nω 恰为 nS [n维单位球]之体积. 

2)当m n N= ∈ , nX R= 时,
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恰为含 jC 之最小球的体积.此时,

我们就可在”球形范畴”中去取下确界.可以证明 n nL H= ,其中 nL 为 nR 中

通常之 Lebesgue测度. 

3) ( )mH A 度量了 A在m维意义下的 diameter(直径). 

4)据 Caratheodory条件, mH 是 Borel正则的,即所有的 Borel集都是
mH −可测的,且 ( ) ( ), , . . , m mA X B Borel s t A B H A H B∀ ⊂ ∃ ⊂ = . 

5)注意 Borel 集一般不是 nHδ −可测,对 0δ∀ > .你比如 2 2R R+ ⊂ 就不是

1Hδ −可测的.因可取试验集 [ ] [ ]0, ,S ε ε ε= × − ,其中 0,
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为后文所需.

此时 ( ) ( ) ( )1 1 2 1 25 2 2H S H S R H S Rδ δ δε ε + −= < = ∩ + ∩  

定义 3 设 ( ) ( ), , ,X Y dρ 是度量空间, : X Yφ → 若满足 

  ( ) ( )( ) ( )0, . . , , ,L s t x y X d f x f y L x yρ∃ > ∈ ⇒ ≤    (*)  

则称φ为 Lipschitz 函数,其中满足(*)的最小 L记为 ( )Lip φ ,称为φ的

Lipschitz常数. 

注记 4 1)在诱导拓扑下,可定义 : A Yφ → 是 Lipschitz函数. 

2)当 nY R= 时 ,对 : A Yφ → 有延拓 : nX RΦ → ,这可很简单地定义



( ) ( ) ( )sup ,
y A

x y L x yφ ρ
∈

Φ = +   ,其中 ( )L Lip φ= . 

3)若 1X Y R= = ,熟知φ Lipschitz φ⇒ 绝对连续 φ⇒ 有界变差 φ⇒ 几乎处

处可微,最后的⇒用 Jordan分解. 

定理 5 若 pU R⊂ 为开集, : qU Rφ → 为 Lipschitz 函数, ( ), 0nE U H E⊂ = ,

则 ( )( ) 0nH Eφ = . 

证明 由 ( ) ( ) ( )
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而对任意固定的 0δ > ,[由 ( )/ 0n
LH Eδ = ] 
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其中 ( )L Lip φ= 为 Lipschitz常数. 
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于是 
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推论 6 该结论可推广到局部 Lipschitz函数上去,这只要注意到 pR 是

可分的及 
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