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 I 

摘  要 

本文研究笛卡尔积上的拓扑学,即拓扑性质的可积性与逆可积性.由于投射

是连续满开映射而使得大部分拓扑性质都具有逆可积性.而对于可积性,我们得

到了连通、道路连通、 0 1/2 1 3/ 2 2 5/ 2 11/ 4 3 7 /2, , , , , , , ,T T T T T T T T T 、紧致、可数紧致的可积

性,可分的连续可积性,序列紧致、 1 2,A A 公理、可度量化的可数可积性,局部连通、

局部道路连通、局部紧致的有限可积性.此外,对于上述具有有限或可数可积性的

拓扑性质,我们还讨论了笛卡尔积具有该性质的等价条件.在道路连通中,我们引

进了基本群,证明了积空间上的基本群与各坐标空间基本群的乘积是同构的.此

外,在证明 7 / 2T 空间的可积性中,我们引进了序拓扑空间,根据粘结引理,证明了

由映入序拓扑空间的连续映射构成的集合是格,并且结论还可以推广. 

 

关键字: 笛卡尔积;可积性;逆可积性;连通性;分离性;紧致性;可数性;可度量性
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 II  

ABSTRACT 

The purpose of this paper is to investigate the topology on Cartesian product, which 
is the relationship of topological invariants between the coordinate space and 
Cartesian product. Most of the topological invariants have the reverse multipliability 
because of the continuity, surjectivity, and openness of projections. On multipliability, 
we obtained the multipliability of connectedness, path connectedness,0 1/ 2 1 3/ 2, , , ,T T T T  

2 5/ 2 11/ 4 3 7 /2, , , , ,T T T T T compactness, countably compactness, and the continuously 

multipliability of separability, and the countably multipliability of sequentially 
compactness, 1 2,A A  axioms, the metrizability, and the finitely multipliability of 

locally connectedness, locally path connected, locally compactness. Also, we 
investigated the equivalent condition for the Cartesian product having the topological 
invariant which has countably or finitely multipliability. In path connectedness, the 
notion of fundamental group is introduced, and the fact that the fundamental group of 
Cartesian product is homomorphic to the Cartesian product of fundamental group of 
each coordinate is proved. Also, in 7 / 2T  page, the concepte of order topology is 
introduced, and with pasting lemma, the fact that the collection of all mappings into 
one order topology forms a lattice is proved, and conclusions can be fortified. 

 
Keywords: Cartesian product; multipliability; reversely multipliability; connectedness; 
separability; compactness; countability;metrizabilit
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第 1 章 引言 

在一般拓扑书上很少涉及笛卡尔积上的拓扑学.本文就是专门为此而写的.

我们知道拓扑学的中心任务就是研究拓扑不变性质.而对于一族拓扑空间,其笛

卡尔积上可以定义拓扑,一般有积拓扑和箱拓扑两种.因为后者连最起码的函数

族的对角线的连续性和各函数的连续性等价都不满足,给研究带来很大不便,所

以本文很少研究,一般只研究积拓扑,看坐标空间的拓扑不变性质和笛卡尔积(相

对于积拓扑而言)的同种拓扑不变性质的关系如何,顺着,我们叫可积性,逆着,我

们叫逆可积性. 

第 2 章给出阅读本文的预备知识,其中包括笛卡尔积与选择公理,拓扑空间,

连续映射.由于大学期间的拓扑一般都覆盖了该内容,所以一般只给出定义和定

理,并且规定了本文所通用的符号. 

从第 3 章开始,我们开始研究可积性和逆可积性.第 3 章考虑各种连通性,其

中包括连通性,道路连通性,局部连通性,局部道路连通性.在研究过程中,我们可

以看出前两者,后两者之间在笛卡尔积保持拓扑不变性质方面的类似性,在道路

连通性方面,我们还引进基本群,证明了基本群与基点无关等价于其中某点的基

本群是 Abel 群,而后给出了道路连通空间的笛卡尔积上的基本群与各坐标空间

上的基本群之间的同构关系. 

第 4 章我们研究各种分离性,包括 0 1/2 1 3/ 2 2 5/ 2 11/4 3 7 / 2 4 5 6, , , , , , , , , , , ,T T T T T T T T T T T T  

都是本文作者在阅读各种拓扑书上得来的.因为本文主要研究的是可积性和逆可

积性,对于这些分离性的各种包含和不可逆关系没有考虑,前面 9 种分离性都有

很好的可积性和逆可积性,在证明过程中充分利用了投射的性质:连续的满开映

射.这是非常要紧的,因为开的,其逆也连续,连续的诸多等价定义中的包含关系

都可改为等号关系.特别要指出的是,在 7 / 2T 的可积性方面,我们给出了用粘结引

理的方法证明连续函数空间是格.后面 3 种分离性因为其特殊性,均涉及闭集,其

可积性表现的很不好,即便是逆可积性也不好,因为投射并不是一闭映射.作者在

此给出,一方面是因为写论文前误以为笛卡尔积上的闭集都是一族闭集的笛卡尔

积,另一方面是为分离性的完整起见. 

 第5章我们研究各种紧致性,包括紧致性,可数紧致性,序列紧致性,局部紧致

性,极限点紧性,仿紧性.前两种由于有限子覆盖的一样而可积性与逆可积性类似.

序列紧性由于考虑的是收敛子列的问题,从而只有可数可积性,这里用了著名的

Cantor 对角线法.局部紧致性和前文的局部连通性,局部道路连通性一样都是局

部性质,在可积性和逆可积性方面类似.仿紧性与后文的 Lindelofɺɺ 性都由于其局

限性而只有与紧性联系起来才有很好的结论. 

 第 6章我们研究可数性,给出了 1 2,A A ,可分, Lindelofɺɺ 性. 1 2,A A 性质由于只是

点和空间的区别而使可积性与逆可积性类似.可分性,与实数的势比较,可得很好

的连续可积性.而 Lindelofɺɺ 性前文已说. 

 第 7 章我们探讨可度量性,其是可数可积的.
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第 2 章 预备知识 

本章给出了以后各章所需要的预备知识,其中包括笛卡尔积和选择公理,拓

扑空间,连续映射.当然还有许多应该作为预备知识而给出的,比如关于集合的各

种运算,基数的各种性质,群的基本理论等等.但是因为篇幅限制,所以到要用的

时候才给出. 

2.1 笛卡尔积与选择公理 

一般以 , , ,A B C ⋯表示集合 ( )set , , , ,a b c⋯表示元素 ( )element .由集合论公理,

给定集合 A ,可以作以 A 的子集为元素的集合,称之为集族,一般以 , , ,⋯A B C 表

示.特别的,以 X 的所有子集为元素的集合称为 X 的幂集,记作 ( )XP .还可以作

以集族为元素的集合,称之为族类,一般以 , , ,⋯A B C 表示. 

设A是一个集族,A的指标函数 ( )indexing function 是指从某个集合 J 到A

的一个满射 f , J 称为指标集 ( )index set ,族A连同指标函数 f 一起称为一加标

集族 ( )indexed family of  sets .给定 J 中的元α ,集合 ( )f α 记作 Aα .加标集族本身

记作{ } J
Aα α∈

.当指标集明显时,则简记作{ }Aα . 

定义 2.1.1 设 J 时一指标集,给定一集合 X , X 中元素的一 J − 重元

( )J - tuple 定义为函数 :x J X→ .若 Jα ∈ , x 在α 处的值往往记作 xα ,而不记作

( )x α .函数 x则用符号 ( ) J
xα α∈

表示. X 中元素的所有 J − 重元的集合记作 JX . 

设 { } J
Aα α∈

是一加标集族 ,
J

X Aαα∈
=∪ .这个加标集族的笛卡尔积

( )cartesian product 记成
J

Aαα∈∏ ,定义为 X 中元素的所有 J − 重元的集合,使得

对于每个 Jα ∈ , x Aα α∈ .也就是说, 

 { }: ; 对每个 成立
∈ ∈

= → ∈ ∈∏ ∪J J
A x J A x A Jα α α αα α

α  

 设 X 是一集合,{ } J
Aα α∈

是一加标集族,关于各 Jα ∈ 给以映射 :f X Aα α→ ,定

义函数族{ } J
fα α∈

的对角线映射 ( )diagonal mapping :J J
f f X Aα α αα∈ ∈

= ∆ → ∏ 为

( ) ( )( )
J

f x f xα α∈
= .再设{ } J

Bα α∈
是一与{ } J

Aα α∈
有相同指标集的加标集族,关于各

Jα ∈ ,给以映射 :g A Bα α α→ ,定义函数族{ } J
gα α∈

的乘积映射 ( )product mapping  

:
J J J

g g A Bα α αα α α∈ ∈ ∈
= →∏ ∏ ∏ 为 ( )( ) ( )( )J J

g x g xα α αα α∈ ∈
= .再有第 β 个投射

( )projective mapping :
J

A Aβ α βα
π

∈
→∏ 定义为 ( )( )J

x xβ α βαπ
∈

= . 

给定一集合 A , A 上的一关系 ( )relation 是指 R A A⊂ × .如果 ,a A aRa∀ ∈ ,则

称 R 是自反的 ( )reflexive ;如果 aRb可以推出bRa ,则称 R 是对称的 ( )symmetric ;

如果 ,aRb bRa 可以推出 a b= ,则称 R 是反对称的 ( )skew symmetric− ;如果
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,aRb bRc可以推出 aRc ,则称R 是传递的 ( )transitive . 

  定义 2.1.2 如果关系 R 是自反的,反对称的,传递的,则称 R 是偏序

( )partial order ,一般以≤示 R ,而 A 也记作 ( ),A ≤ .如果 , , ,a b A a b b a∀ ∈ ≤ ≤ 至少

一个成立,则称 ≤是全序或线性序 ( )simple order,linear order . A的子集 B 如果在

限制序关系下是全序的,则称B 是 A的全序子集. 

 设 ( ),A ≤ 是一偏序集, a A∈ 称为 A 的极小元 ( )minimum element ,如果

,x A x a∀ ∈ ≤ 可 以 推 出 x a= . 相 应 的 , 我 们 可 以 定 义 A 的 极 大 元

( )maximum element . 再 设 B 是 A 的 全 序 子 集 , 0b B∈ 称 为 B 的 最 小 元

( )smallest element ,如果 0b b≥ 对任何 b B∈ 都成立.同样可以定义 B 的最大元

( )largest element . a A∈ 称为 B 的下界 ( )lower bound ,如果 b a≥ 对任何 b B∈ 都

成立.同样可以定义B 的上界 ( )upper bound . 

 对于全序集 ( ),A ≤ ,如果 A 的每个非空子集都有最小元,则称 A 是良序的

( )well ordered− .这时也称≤良序化 A . 

上述关于偏序,全序≤的讨论中,如果记 a b< 为 a b≤ 且 a b≠ ,则只要作相应

的微小变化就可以同样定义全序子集,极大元,极小元,最大元,最小元,良序等等,

而且下面的定理1.1.6也同样成立.实际上,根据需要,我们采取的序关系是 a b≤
还是 a b< 由上下文即可定出而不至于发生混乱. 

 定理 2.1.3(选择函数的存在性)设{ } J
Aα α∈

是一加标集族,如果 Jα∀ ∈ , 

Aα ≠ ∅ ,那么存在映射 :
J

c J Aαα∈
→∪ ,使得 ( ),J c Aαα α∀ ∈ ∈ ,即

J
Aαα∈

≠ ∅∏ . 

 定理 2.1.4( Zorn 引理)如果偏序集的每个全序子集都有上界,那么此集存在

一个极大元. 

 定理 2.1.5( Zermelo 公设)如果A是一互不相交的非空集的族,那么存在一

集C ,使得对每一 A∈A ,C A∩ 是单点集. 

 定理 2.1.6(良序原理)每个集都能良序化. 

这些定理的等价关系在一般的公理集合论书上都能找到,在这里就不证明了.

特别的,可以参考文献[1],其给出了很多的证明思路,虽然很多的细节省略了. 

2.2 拓扑空间 

设 X 是一集合, T 是 X 的一子集族.如果 , X∅ ∈T 且T 对有限交和任意并

封闭,则称T 是 X 的一拓扑 ( )topology .如果T 是 X 的一拓扑,则称 ( ),X T 为拓

扑空间 ( )topological space .如果T 已约定或行文中已说明,则直称 X 为拓扑空间.

再者如果 { }, X= ∅T ,则称 X 是平庸的 ( )trivial ;如果 ( )X=T P ,则称 X 是离散

的 ( )discrete . 
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对于 ( )A X⊂ P ,如果 A∈T ,则称 A 为拓扑空间 X 的开集 ( )open set ;如果
cA ∈T ,则称 A是拓扑空间 X 的闭集 ( )closed set , X 的所有闭集构成的集族记为

F . 

对于点 x X∈ ,集 U X⊂ ,如果 . .A s t x A U∃ ∈ ∈ ⊂T  � ,则称 U 是 x 的领域

( )neighborhood .如果U 是开集(闭集),则称U 是 x 的开(闭)领域. x 的所有领域

组成的集族记作 xU ,所有开领域组成的集族记作 xN .同样,可以定义子集的领域,

开领域,闭领域.  

对于集合 A , A 的闭包 ( )closure 定义为 { };A F A F− = ∈ ⊂∩ F ,内部

( )interior 定义为 { }oA U U A= ∈ ; ⊂∪ T ,边界 ( )boundary 定义为 b cA A A− −= ∩ .

点 x X∈ 称为 A 的接触点 ( )cluster point , 如果 x A−∈ ; 称为 A 的极限点

( )limit point ,如果 { }x A x
−

∈ −   , A 的极限点全体称为 A 的导集,记作 dA ;称为

A的孤立点 ( )isolated point ,如果 dx A A∈ − ;称为 A的内点 ( )interior point ,如果
ox A∈ ;称为 A的边界点 ( )boundary point ,如果 bx A∈ . 

 定义 2.2.1 给定拓扑空间 ( ),X T , ⊂B T 称为 X 的基 ( )basis ,如果 U∀ ∈T , 

. . 
U

U B
s t U B

∈
∃ ⊂ =∪ B
B B ; ⊂S�T 称为 X 的子基 ( )subbasis ,如果S的元素的有限

交是T 的一个基. 

 定理 2.2.2 设 X 是一集合, ( )X⊂B P .如果B满足条件: 

 (1)
B

B X
∈

=∪ B
; 

 (2) 1 2 1 2, , . .x B B B s t x B B B∀ ∈ ∃ ∈ ∈ ⊂∩ ∩B . 

 则存在 X 的唯一的以B为基的拓扑.反之,如果B是 X 的某一拓扑的基,则B

满足(1)和(2). 

 定理 2.2.3 设 , 'B B 分别是集合 X 上拓扑 , 'T T 的基,则 

 ' , , ' ' ' . . ' .x xx X B B s t x B B⊂ ⇔ ∀ ∈ ∈ ∃ ∈ ∈ ⊂∩ ∩T T B N B N  

其中 , 'x xN N 分别表示点 x在拓扑空间 ( ) ( ), , , 'X XT T 中开领域族. 

 定理 2.2.4 设 X 是一集合, ( )X⊂S P .如果
s

X S
∈

=∪ S
,则存在 X 的唯一的

以S为子基的拓扑. 

 定义 2.2.5 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,取
J

Xαα∈∏ 内所有形如
J
Uαα∈∏ 的

子集构成的集族,其中Uα 是 Xα 的开集.由定理 1.2.2,由其生成的拓扑称为

J
Xαα∈∏ 的箱拓扑 ( )box topology . 

 定义 2.2.6    设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间, ( ){ }1 ;U U Xβ β β β απ −= 是 中的开集S , 

J ββ∈
=∪S� S .由定理 1.2.4,由其生成的拓扑成为

J
Xαα∈∏ 的积拓扑 ( product  
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) topology . 

 由上述定义, 
J

Xαα∈∏ 上的箱拓扑以形如
J
Uαα∈∏ 的集合为基元素,其中

Uα 是 Xα 的开集(对于每个α ).
J

Xαα∈∏ 上的积拓扑以形如
J
Uαα∈∏ 的集合为基

元素,其中Uα 是 Xα 的开集,并且除去有限多个α 外,对于每个α 都有U Xα α= . 

 如无特别说明,论文中对于笛卡尔积都赋以积拓扑,因其有比箱拓扑更好的

性质.当然,对于有限族的笛卡尔积,两种拓扑是一样的. 

 定理 2.2.7 设拓扑空间族{ } J
Xα α∈

中每个 Xα 的拓扑由基 αB 给出,则由形如

J
Bαα∈∏ 构成的集族是

J
Xαα∈∏ 上箱拓扑的一个基,其中对于每个α ,Bα α∈B . 

定义2.2.8 设 ( ),X T 是拓扑空间, A是 X 的一子集 ,则可以定义 A上的相对

拓扑(relative topology)为 { };A A U U= ∈∩T T . 

 定理 2.2.9 设对于每个 Jα ∈ , Aα 是 Xα 的一子空间.则无论是箱拓扑还是积

拓扑,
J

Aαα∈∏ 都是
J

Xαα∈∏ 的子空间. 

2.3 连续映射 

设 ,X Y 是拓扑空间,映射 :f X Y→ 称为连续的 ( )continuous ,如果对于Y 中

的每一开集V , ( )1f V− 是 X 的开子集. 

定理 2.3.1(连续映射的等价定义) 设 ,X Y 拓扑空间, :f X Y→ .则下列陈

述是等价的: 

(1) f 连续; 

(2)对于Y 的任一闭集F , ( )1f F− 是 X 的闭子集; 

(3)对于 X 的任一子集 A ,有 ( ) ( )f A f A
−− ⊂    ; 

(4)对于Y 的任一子集B ,有 ( ) ( )1 1f B f B
−− − − ⊃   . 

(5)对于任意 x X∈ , ( )f x 的任意(开)领域V ,存在 x 的一(开)领域U ,使得

( )f U V⊂ . 

定理 2.3.2(连续映射的构造法则一) 设 , ,X Y Z 是拓扑空间. 

(1)(常值映射)若 :f X Y→ 将整个 X 映成Y 中一点 0y ,则 f 连续. 

(2)(包含映射)若 A是 X 的子空间,则包含映射 :j A X→ 连续. 

(3)(复合映射)若 :f X Y→ 与 :g X Y→ 连续,则映射 :g f X Z→� 连续. 

(4)(限制定义域)设 :f X Y→ 连续, A 是 X 的子空间,则限制函数

| :Af A Y→ 连续. 



笛卡尔积上的拓扑学                         张祖锦                           第 2章 预备知识                                                                                                                

 6

(5)(限制或扩大值域)设 :f X Y→ , Z 是包含象集 ( )f X 的子空间,则限制

f 的值域而得到的映射 :g X Z→ 也连续.若 Z 以Y 为其子空间,则扩大 f 的值域

而得到的映射 :h X Z→ 也连续. 

(6)(连续性的局部表示)若 X 可以写成一族开集{ } J
Uα α∈

的并,且对任意

Jα ∈ , | :Uf U Y
α α → 连续,则 :f X Y→ 连续. 

(7)(粘结引理)若 X 可以写成一族有限闭集 { } 1

n

i i
F

=
的并,且对任意

{ }1, ,i n∈ ⋯ , :i if F X→ 连续,则 :f X Y→ 连续. 

定理 2.3.3(连续映射的构造法则二) 设 X 是拓扑空间,{ } { },
J J

A Bα αα α∈ ∈
是

两族具有相同指标集的拓扑空间, ,
J J

A Bα αα α∈ ∈∏ ∏ 都赋以积拓扑. 

(1)对每个 Jα ∈ , :f X Aα α→ 连续⇔ :J J
f f X Aα α αα∈ ∈

= ∆ → ∏ 连续. 

等价的,映射 :
J

f X Aαα∈
→ ∏ 连续⇔ , :J p f X Aα αα∀ ∈ →� 连续. 

(2)对每个 Jα ∈ , :f A Bα α α→ 连续⇔ :
J J J

f f A Bα α αα α α∈ ∈ ∈
= →∏ ∏ ∏ 连

续. 

(3)投射 :
J

p A Aβ α βα∈
→∏ 是连续的满开映射. 

设 ,X Y 是拓扑空间, :f X Y→ 是连续的单满映射,且 1 :f Y X− → 也是连续

的,则称 ,X Y 同胚 ( )homeomorphism ,记作 X Y≙ , f 为从 X 到Y 的同胚映射.拓

扑空间的某种性质 P ,如果为某一拓扑空间所具有,则必为与其同胚的任一拓扑

空间所具有,则称此性质P 是一拓扑不变性质 ( )topological invariant . 

定理 2.3.4 设{ } 1

n

i i
X

=
是一族有限拓扑空间,则 ( )1

1 1

n n

i i ni i
X X X

−

= =
×∏ ∏≙  

证明 据定理 2.3.3(1)及(3)即得.□ 

更多的关于拓扑空间和连续映射的知识请见参考文献[2],[4].
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第 3 章 连通性 

本章主要讨论各种形式的连通性.指出了连通性和道路连通性,局部连通性

和局部道路连通性在可积性方面的类似.对于道路连通,这里还给出了由其导出

的等价类生成的基本群,这是代数拓扑的内容. 

3.1 连通空间 

定义 3.1.1 设 ( ),X T 是拓扑空间, ,U V 称为 X 的一个分裂 ( )separation ,如

果 { }, \ ; ;U V U V U V X∈ ∅ = ∅ =∩ ∪T . X 称为不连通的 ( )disconnected ,如果存

在如此之分裂. X 称为连通的 ( )connected ,如果不存在如此之分裂. 

定义 3.1.2 设 X 是一拓扑空间, A 是 X 的一子集. A 称为 X 的连通子集

( )connected subspace ,如果 A作为 X 的子空间是连通的. 

引理 3.1.3 设 :f X Y→ 是从连通空间 X 到拓扑空间Y 的一个连续映射,则

( )f X 是Y 的连通子集. 

引理 3.1.4 设{ } J
Aα α∈

是由拓扑空间 X 的连通子集构成的一子集族.如果

J
Aαα∈

≠ ∅∩ ,则
J

Aαα∈∪ 是 X 的一连通子集. 

定理 3.1.5 拓扑空间 1 2, , , nX X X⋯ 连通⇔
1

n

ii
X

=∏ 连通. 

 证明 ⇐因投射
1

:
n

i i ii
p X X

=
→∏ 是连续的满射, iX 是连通的. 

 ⇒ 用 数 学 归 纳 法 证 明 . 当 1n = 时 显 然 成 立 . 当 2n = 时 , 取 一 点

( )1 2 1 2,x x X X∈ × 作 { }( ) { }( )2xT X x x Y= × ×∪ ,则由引理 2.1.3和引理 2.1.4知, xT

连通.而又由 1 2 xx X
X X T

∈
× =∪ ,再次利用引理 3.1.4 有 1 2X X× 连通.假设当

( )3n k k< ≥ 时成立,我们证明 n k= 时定理成立,此时 ( )1

1 1

k k

i i ki i
X X X

−

= =
= ×∏ ∏ ,明

显的,其连通.□  

 引理 3.1.6 设 A是拓扑空间 X 的一连通子集, A B A X−⊂ ⊂ ⊂ ,则B 连通. 

 定理 3.1.7 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 ,
J

J X Xα αα
α

∈
∀ ∈ ⇔ ∏连通 连通 

证明 取定一元 ( )0

JJ
x Xα ααα ∈∈

∈∏ ,我们分三步来证明. 

第一步:设 F 是 J 的任一有限子集, FX 表示
J

Xαα∈∏ 中所有形如 ( ) J
xα α∈

的

元组成的集合,其中 0 ,x x J Fα α α= ∀ ∈ − .则 ~F F
X Xαα∈∏ 由定理 3.1.3 知其连

通. 
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第二步:设
, FF J F

X X
⊂

=∪ 有限
,则 ( )0 , ,FJ

x X F J Fα α∈
∈ ∀ ⊂ 有限,由引理 3.1.4

知 X 连通. 

第三步:我们证明
J

X Xαα
−

∈
= ∏ ,则由引理 3.1.6 知

J
Xαα∈∏ 连通,得证. 

任取 ( ) J J
x Xα αα α∈ ∈

∈∏ ,包含 ( ) J
xα α∈

的基元
J

U Uαα∈
= ∏ ,其中除去有限多个α

值(比如 1, , nα α⋯ )外,U Xα α= .令 { }1, , nF α α= ⋯ 及 

 
1

0

, , ,

,
nx

y
x

α
α

α

α α α
α

=
= 


⋯

其余
 

则有 ( ) FJ
y U X U Xα α∈

∈ ⊂∩ ∩ ,证毕.□ 

引理 3.1.8 设 X 是拓扑空间, A是 X 的连通子集,{ } J
Aα α∈

是 X 的一族连通

子集,且 ,J A Aαα∀ ∈ ≠ ∅∩ .则 ( )J
A Aαα∈
∪ ∪ 连通. 

 证明 假设 ( )J
A Aαα∈
∪ ∪ 不连通,则存在其中非空不相交的开集 ,U V ,使得

( )J
U V A Aαα∈

=∪ ∪ ∪ ,由 A 连通,知 A 必包含在U 或V 中.不妨设 A U⊂ ,则由

,J A Aαα∀ ∈ ≠ ∅∩ 知 A A A Uα α∅ ≠ ⊂∩ ∩ ,同样,由于 Aα 连通, A Uα ⊂ ,而有

( )J
A A Uαα∈

⊂∪ ∪ ,使得V = ∅ ,矛盾.证毕.□ 

定理 3.1.9 设{ } J
Xα α∈

是一族连通拓扑空间, J 的势大于 1, Aα 是 Xα 的真子

集,则
J J

X Aα αα α∈ ∈
−∏ ∏ 连通. 

证明 据定理 2.1.6 良序原理,对 J 良序化.我们对 Jα∀ ∈ 取定b X Aα α α∈ − ,

设 

 { }( ) { }( )A b X bτ β ττ β τ β< >
= × ×∏ ∏ , 

 ( ) { } ( ) ,xA X x X x X A
β τ β τ β β βτ β τ β< >

= × × ∀ ∈ −∏ ∏ , 

( ) ( ) ( ) { }( ) { }( )
{ }    =

x X A

Y X X A X b X b

A A
β β β

β τ β β τ τ β ττ β τ β τ β τ β

β

< > < >

∈ −

   = × − × × ×
   ∏ ∏ ∏ ∏∪

∪∪
 

则 

 
J J J

X A Yα α βα α β∈ ∈ ∈
− =∏ ∏ ∪ . 

由引理 3.1.3 和引理 3.1.8 知其连通.证毕. □ 

注 1 在上述定理中应注意: J 的势大于 1 这个条件是不可或缺的,若不然,

取 { }1 ,J X= = ℝ, [ ]1,1A = − ,但 ( ) ( ), 1 1,A− = −∞ − +∞ℝ ∪ 不连通. 

注2 由上述定理可以得到很多漂亮的结论,比如: ( )2n n ≥ℝ 中除去某些有理
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点(坐标全是有理数的点)后得到的集仍然是连通的.特别的, { }0n −ℝ 是连通的. 

 对于拓扑空间 X 中的关系: ~ ,cx y x y⇔ ∃连通子集同时包含 .由引理 3.1.4

知,其为等价关系.由 x 确定的等价类记作 [ ] { }; ~p cx y X y x= ∈ ,称作 X 的一连

通分支 ( )connected component . 

 定理 3.1.10 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间, ( ){ }A α
β 是 Xα 的连通分支全体,则

J
Xαα∈∏ 中所有形如 ( )

J
A α

βα∈∏ 构成的子集族C是
J

Xαα∈∏ 的连通分支全体. 

 证明 明显的, X=∪C� 且C是互不相交的集族.由定理 3.1.7 知各 ( )
J

A α
βα∈∏

是连通的.对于每一C中元 ( )
*J

A α
βα∈∏ ,取定其中一点 ( ) J

xα α∈
,对于任何 ( ) J

yα α∈
 

( )
*J

A α
βα∈

∉∏ ,存在 ' Jα ∈ ,使得 ( )'
*y A α

α β∉ ,从而由连通分支的定义,不存在同时包

含 ' ',x yα α 的连通子集,从而据投射的连续性及引理 3.1.3,也不存在同时包含

( ) ( ),
J J

x yα αα α∈ ∈
的连通子集, ( )

*J
A α

βα∈∏ 是连通分支.□ 

3.2 道路连通空间 

设 X 是拓扑空间, X 上的一条道路 ( )path ,是指一连续映射 [ ]: 0,1p X→ , 

( ) ( )0 , 1p p 分别称为这条道路的起点 ( )start point ,终点 ( )end point , p 也就称为

从 ( )0p 到 ( )1p 的一条道路. X 上的所有道路记为 [ ]( )0,1 ,C X .如果对于 X 中任

意两点 ,x y ,都存在一条从 x 到 y 的道路,我们就称 X 是道路连通的

( )path connected .如果 A 作为 X 的子集是道路连通的,则称 A 是 X 的道路连通

子集. 

 对于 X 中的两条道路 [ ], : 0,1f g X→ ,如果 ( ) ( )1 0f g= ,我们可以定义道路

的复合 [ ]: 0,1f g X∗ → 为 

 ( )( )
( )

( )

1
2 , 0,

2

1
2 1 , ,1

2

f x x

f g x

g x x

  ∈    ∗ = 
  − ∈    

 

由定理 2.3.2(7)知该定义是完全确定的,其是从 ( )0f 到 ( )1g 的一条道路. 

引理 3.2.1 设 :f X Y→ 是从道路连通空间 X 到拓扑空间Y 的一个连续映射,

则 ( )f X 是Y 的道路连通子集. 

 定理 3.2.2 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间.则 

 ,
J

J X Xα αα
α

∈
∀ ∈ ⇔ ∏道路连通 道路连通 

 证明 ⇐由投射是连续及引理 3.2.1 即知. 
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⇒对于
J

Xαα∈∏ 中任意两点 ( ) ( ),
J J

x yα αα α∈ ∈
,由 ,J Xαα∀ ∈ 连通,存在连续

映 射 [ ]: 0,1f Xα α→ 使 得 ( ) ( )0 , 1f x f yα α α α= = . 作 对 角 线 映 射

[ ]: 0,1J J
f f Xα α αα∈ ∈

= ∆ → ∏ ,则 ( ) ( ) ( ) ( )0 , 1
J J

f x f yα αα α∈ ∈
= = .由定理 2.3.3 知

f 连续.证毕.□ 

定理 3.2.3 设 X 是拓扑空间, A是 X 的道路连通子集,{ } J
Aα α∈

是 X 的一族

道路连通子集,且 ,J A Aαα∀ ∈ ≠ ∅∩ .则 ( )J
A Aαα∈
∪ ∪ 道路连通. 

证明 对于 ( )J
A Aαα∈
∪ ∪ 中任意两点 1 2,x x ,分三种情况: 

(1) 1 2,x x 同时属于 A或者某个 Aα ,则由 A是道路连通的,知存在从 1x 到 2x 的

一条道路; 

(2) 1x 属于 A , 2x 属于某个 Aα ,则由 A Aα ≠ ∅∩ 知,存在 x A Aα∈ ∩ ,由 A 是道

路连通的,存在连续映射 [ ]: 0,1f A→ ,使得 ( ) ( )00 , 1f x f x= = ;由 Aα 是道路连通

的,存在连续映射 [ ]: 0,1g A→ 使得 ( ) ( ) 10 , 1g x g x= = .作 

 [ ] ( ): 0,1
J

h f g A Aαα∈
= ∗ → ∪ ∪  

即是从 1x 到 2x 的一条道路. 

 (3) ( )1 2,x A x Aα β α β∈ ∈ ≠ ,则由 ,A A Jα α≠ ∅ ∀ ∈∩ 知,存在 x A Aα∈ ∩ , 

y A Aβ∈ ∩ .由 { },
J

A Aα α∈
的道路连通性,存在从 0x 到 x 的道路 1f ,从 x 到 y 的道路

f ,从 y 到 2x 的道路 2f .作 

 ( ) [ ] ( )1 2 : 0,1
J

g f f f A Aαα∈
= ∗ ∗ → ∪ ∪  

即是从 1x 到 2x 的一条道路.□ 

定理 3.2.4 设{ } J
Xα α∈

是一族道路连通拓扑空间, J 的势大于 1, Aα 是 Xα 的

真子集,则
J J

X Aα αα α∈ ∈
−∏ ∏ 道路连通. 

证明 与定理 3.1.9 证明完全类似.利用定理 3.2.2 和定理 3.2.3 即有.□ 

注 与定理 3.1.9 一样,应注意 J 的势大于 1 不能省略.而其注 2 的结论在此

也成立. 

同样的,可以讨论拓扑空间 X 的关系 ~ ,px y x y⇔ ∃道路连通子集同时包含 . 

其为等价关系, x 所在的等价类记作 [ ] . .p c
x ,称作是 X 的一道路连通分支

( )path connected component .与定理 3.1.10 类似,我们有: 

定理 3.2.5 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间, ( ){ }A α
β 是 Xα 的道路连通分支全体,

则
J

Xαα∈∏ 中所有形如 ( )
J

A α
βα∈∏ 构成的子集族 C是

J
Xαα∈∏ 的道路连通分支

全体. 
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3.3 基本群 

先复习一下有关群论的知识.设在非空集合 G 上定义了一二元运算

( )binary operation : G G Gϕ × → , ( ),a bϕ 记 作 ab 或 a bi , 满 足 (1) 结 合

律: , ,a b c G∀ ∈ ,有 ( ) ( )ab c a bc= ;(2)单位元的存在性: e G∃ ∈ ,使得 ,a G ea∀ ∈ =  

,ae a e= 叫做单位元;(3)逆元的存在性: , , . .a G b G s t ab ba e∀ ∈ ∃ ∈ = = ,b 称为 a 的

逆元,记作 1a− .则 ( ),G i 为群 ( )group ,简记为G . " "i 称为G 上的乘法.群G 称为

Abel 群,如果其还满足交换律: , ,a b G ab ba∀ ∈ = .对于两个群. 

对于一族群{ } J
Gα α∈

,在
J
Gαα∈∏ 可以定义二元运算,也称作乘法 i,为 

 ( ) ( ) ( )J J J
x y x yα α α αα α α∈ ∈ ∈

=i i , 

其满足群的三条公理,而成为群. 

对于两个群 1 2,G G ,如果存在映射 1 2:h G G→ 使得对任意的 1,a b G∈ ,都有

( ) ( ) ( )h ab h a h b= ,则称 1 2,G G 是同态的 ( )homomorphism ,记作 1 2G G≈ h 称为同

态映射.再如果 h 是单满的,则称 1 2,G G 是同构的 ( )isomorphism ,记作 1 2G G≅ , h

称为同构映射. 

定理 3.3.1 设G 是一群,{ } J
Gα α∈

是一族群,则 

 ,
J

J G G G Gα αα
α

∈
∀ ∈ ≈ ⇔ ≈ ∏  

 证明 ⇒设 :h G Gα α→ 是同态映射,作 :
J

h G Gαα∈
→ ∏ 为 ( ) ( )( )

J
h x h xα α∈

= ,

其为同态,因为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
J J J J

h xy h xy h x h y h x h y h x h yα α α α αα α α α∈ ∈ ∈ ∈
= = = = . 

 ⇐ 设 :
J

h G Gαα∈
→ ∏ 为 同 态 映 射 , 对 Jα∀ ∈ , 作 映 射 :h G Gα α→ 为

( ) ( ) ( )h x p h xα α= � ,同样的,其为同态,因为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )h xy p h xy p h xy p h x h y p h x p h y h x h yα α α α α α= = = = =�

得证.□ 

 注 上述定理不可以推广到同构上去.读者可以自己举例说明. 

 下面我们根据上节中道路的复合及其道路的等价类来构造基本群. 

 定义 3.3.2 设 X 是拓扑空间, , 'f f 是 X 上的两条道路.如果 , 'f f 都以 0x 为

起点, 1x 为终点并且存在一连续映射 : ,F I I X× → 使得对 ,s t I∀ ∈ ,都有 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )0 1

,0 , ,1 ' ;

0, , 1, .

F s f s F s f s

F t x F t x

= =

= =
 

则称 , 'f f 是道路同伦的 ( )path homotopic , F 称为 , 'f f 之间的一个道路同伦

( )path homotopy .若 , 'f f 是道路同伦的,则记为 'pf f≃ . 



笛卡尔积上的拓扑学                         张祖锦                              第 3 章 连通性                                                                  

 12 

明显的, X 上的道路的道路同伦关系是等价关系,道路 f 所在的等价类记为 [ ]f ,

称之为 X 上的一道路同伦类.与上节类似,可以定义 [ ] [ ] [ ]f g f g∗ = ∗ ,这是完全

确定的,如果 ( ) ( )1 0f g= . 

 引理 3.3.3 道路同伦类之间的运算∗满足下列性质: 

 (1)结合律:如果 [ ] [ ] [ ]( )f g h∗ ∗ 有定义,则 [ ] [ ]( ) [ ]f g h∗ ∗ 也有定义,并且它们

相等. 

 (2)右单位元和左单位元的存在性:给定 x X∈ ,令 [ ]: 0,1xe X→ 表示将 [ ]0,1

变为点 x的常值道路.若 f 是 X 中从 0x 到 1x 的一条道路,则 

 
[ ] [ ] [ ] [ ]

1 0
,x xf e f e f f  ∗ = ∗ =    . 

(3)逆元的存在性:给定 X 中从 0x 到 1x 的道路 f ,由 ( ) ( )1f s f s− = − 定义的道

路 f − 称为 f 的逆,则
[ ] [ ]

0 1
,x xf f e f f e− −      ∗ = ∗ =       .  

 证明 见参考文献[3].□ 

 在引理 3.3.2 中,我们注意到,如果是对 X 中以某一固定点 0x 为起点和终点

的道路同伦类作复合,我们得到的就是一个群的运算.该道路同伦类就称为 X 的

以 0x 为基点 ( )base point 的基本群 ( )fundamental group ,记作 ( )1 0,X xπ . 

 引理 3.3.4 若空间 X 是道路连通的, 0 1,x x X∈ ,则 ( ) ( )1 0 1 1, ,X x X xπ π≅ . 

 证明:由 X 是道路连通的,存一条从 0x 到 1x 的道路 α ,由其我们定义

( ) ( )^
1 0 1 1: , ,X x X xα π π→ 为 [ ] ( )1 0,f X xπ∀ ∈ ,有 [ ]( ) [ ] [ ]^ f fα α α− = ∗ ∗  .明显

的,该映射是完全确定的,且是单满的同态.□ 

 由上述引理,道路连通空间 X 中所有的基本群 ( )1 0,X xπ 都是同构的,但是不

同的道路可以给出两个群之间不同的同构.因此忽略基点,而将所有的基本群等

同起来是回导致差错的.一般的,我们有下面的定理: 

 定理 3.3.5 设 0 1,x x 是道路连通空间 X 中给定的两个点.则 

 ( ) ^ ^
1 0 0 1, , , .X x Abel x xπ α β α β⇔ =是 群 任意两条从 到 的道路  

 证明 ⇒ [ ] ( )1 0,f X xπ∀ ∈ ,由于 β α −∗ 是从 0x 到 0x 的道路,这样的道路叫做

回路 ( )loop ,所以由 ( )1 0,X x Abelπ 是 群知 

 [ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]f fβ α β α− −   ∗ ∗ = ∗ ∗     

两边左乘 β −   ,右乘[ ]α ,即得 [ ]( ) [ ]( )^ ^f fα β= .而有 ^ ^α β= . 

 ⇐由 X 是道路连通的,存在一条从 0x 到 1x 的道路α . [ ] [ ] ( )1 0, ,f g X xπ∀ ∈ , 

f α∗ 也是从 0x 到 1x 的道路,而由假设有 [ ]( ) ( ) [ ]( )^^ g f gα α= ∗ ,即 
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 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]g f g fα α α α− − −     ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗       

两边左乘[ ] [ ]f α∗ ,右乘 α −   ,得[ ] [ ] [ ] [ ]f g g f∗ = ∗ .而有 ( )1 0,X x Abelπ 是 群.□ 

 设 ,X Y 是拓扑空间, :h X Y→ 是连续的,且将 0x X∈ 映为 0y Y∈ .这个事实我

们简记为 ( ) ( )0 0: , ,h X x Y y→ .对此我们有: 

 定义 3.3.6 设 ( ) ( )0 0: , ,h X x Y y→ 是一连续映射,定义 

 ( ) ( )* 1 0 1 0: , ,h X x Y yπ π→  

为 [ ]( ) [ ]*h f h f= � .映射 *h 称为 h (相对于基点 0x 而言)的诱导同态. 

该 定 义 是 完 全 确 定的 , 因 为 对 [ ]( ), 0,1 ,f g C X∀ ∈ 且 ( ) ( )1 0f g= , 有

( ) ( ) ( )h f g h f h g∗ = ∗� � � . 

 定理 3.3.7 设{ } J
Xα α∈

是一族道路连通拓扑空间, ( ) J J
x Xα αα α∈ ∈

∈∏ ,则 

 ( )( ) ( )1 1, ,
JJ J

X x X xα α α ααα α
π π

∈∈ ∈
≅∏ ∏  

 证明 为简单起见,我们设
J

X Xαα∈
= ∏ , ( ) J

x xα α∈
= .由定理 3.2.2 知 X 是道

路连通的,再由上述关于基本群的叙述, ( )1 ,X xπ 确实为一群. 

设 :p X Xβ β→ 是第 β 个投射,由其诱导的同态为 ( ) ( )* 1 1: , ,p X x X xβ β βπ π→ .由

定理 3.3.1 知,可以定义同态 ( ) ( )1: , ,
J

H X x X xα αα
π

∈
→ ∏ 为 

 [ ]( ) [ ]( )*J J
H f p f p fβ ββ β∈ ∈

 = =  ∏ ∏ �  

下面我们仅需证明H 是单满的. 

 (1)单的:只要证明单位元的逆象是单点集.设 [ ]: 0,1f X→ 是以 x 为基点的

道路,且 [ ]( )
J

H f p fββ∈
 =  ∏ � 是 ( )1 ,

J
X xα αα

π
∈∏ 中的单位元,则 ,Jβ∀ ∈  

p xp f e
ββ � ≃ ,设Fβ 是对应的道路同伦,则我们可以定义 [ ] [ ]: 0,1 0,1F X× → 为 

 ( ) ( ), ,
J

F s t F s tββ∈
= ∏ , 

其为 f 和 xe 的道路同伦. 

    (2)满的: Jβ∀ ∈ ,设 [ ]: 0,1f Xβ β→ 是 X β 中以 xβ 为基点的道路.我们就是要

证明
J

fββ∈∏ 在H 的象集上.定义 [ ]: 0,1f X→ 为 

 ( ) ( )
J

f s f sββ∈
= ∏  

则 f 是 X 中以 x基点的道路,且 

 [ ]( )
J J

H f p f fβ ββ β∈ ∈
   = =   ∏ ∏� .□ 
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3.4 局部连通空间和局部道路连通空间 

定义 3.4.1 设 X 是拓扑空间,如果 

 ( ) ( ), , ,x X U x V x  s.t. x V U∀ ∈ ∈ ∃ ∈ ∈ ⊂连通N N  

则称 X 是局部连通的 ( )locally connected .而如果 

 ( ) ( ), , ,x X U x V x  s.t. x V U∀ ∈ ∈ ∃ ∈ ∈ ⊂道路连通N N  

则称 X 是局部道路连通的 ( )locally path connected . 

 引理 3.4.2 设 ,X Y 是拓扑空间, :f X Y→ 是连续开映射,则 

(1)如果 X 是局部连通的,则 ( )f X 是Y 的局部连通子集. 

(2)如果 X 是局部道路连通的,则 ( )f X 是Y 的局部道路连通子集. 

 定理 3.4.3 设{ } 1

n

i i
X

=
是一族有限拓扑空间,则 

 { }
1

1, , ,
n

i ii
i n X X

=
∀ ∈ ⇔ ∏⋯ 局部连通 局部连通. 

 证明 同定理 2.1.5,我们只要证明两个的情形. 

 ⇐由投射是连续的开映射及引理 2.4.2 即知. 

 ⇒ 1 2 1 2x x X X∀ × ∈ × ,由 1 2X X× 的局部连通性, ( ) ( )1 1 2 2,U x U x∀ ∈ ∈N N , 

( )1 2 1 2U U x x× ∈ ×N , ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2 1 2, , . .V x V x s t x x V V U U∃ ∈ ∈ × ∈ × ⊂ ×连通 N N .于

是 ( )1 2 1 2V V x x× ∈ ×N 且 1 2 1 2 1 2x x V V U U× ∈ × ⊂ × .得证.□ 

 定理 3.4.4 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 , . . \ , .
J

X J X F J s t J F Xα α αα
α α

∈
⇔ ∀ ∈ ∃ ⊂ ∀ ∈∏ 局部连通 局部连通且 有限 连通  

证明 ⇒由投射的连续性及引理 2.4.2 知 ,J Xαα∀ ∈ 局部连通.又 ( ) J
xα α∈

∀  

J
Xαα∈

∈∏ ,存在包含 ( ) J
xα α∈

的连通开集U 使得 ( ) J J
x U Xα αα α∈ ∈

∈ ⊂ ∏ ,而由U

为开集,又存在基元
J
Uαα∈∏ ,其中除有限多个(比如 1, , nα α⋯ )外,U Xα α= ,使得

( ) J
xα α∈ J J

U U Xα αα α∈ ∈
∈ ⊂ ⊂∏ ∏ ,这样,令 { }1, , nF α α= ⋯ 有 \J Fα∀ ∈ , 

 ( )U X p U Xα α α α= ⊂ ⊂ , 

从而由U 的连通性知 ( )U p Uα α= 连通. 

 ⇐ ( ) J J
x Xα αα α∈ ∈

∀ ∈∏ 及其一开领域U ,存在基元
J
Uαα∈∏ ,其中除有限多

个α 值(比如 1, , nα α⋯ )外,U Xα α= ,使得 ( ) J J
x U Uα αα α∈ ∈

∈ ⊂∏ .由 Jα∀ ∈ , Xα

局部连通,设 { }1, , nK F α α= ∪ ⋯ ,则 Kα∀ ∈ ,存在连通子集Vα ,使得 x V Uα α α∈ ⊂ .

这样,
J
Vαα∈∏ ,其中 
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,

, \

V K
V

X J K
α

α
α

α
α

∈
=  ∈

 

是包含 ( ) J
xα α∈

的,包含于
J
Uαα∈∏ 的连通基元.□ 

 定理 3.4.5 设{ } 1

n

i i
X

=
是一族有限拓扑空间,则 

 { }
1

1, , ,
n

i ii
i n X X

=
∀ ∈ ⇔ ∏⋯ 局部道路连通 局部道路连通. 

定理 3.4.6 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

,

. . \ , .
J

X J X

F J s t J F X

α αα

α

α

α
∈

⇔ ∀ ∈

∃ ⊂ ∀ ∈
∏ 局部连通 局部道路连通

                  且 有限 道路连通
 

注 定理 3.4.5和定理 3.4.6的证明分别与定理 3.4.3和定理 3.4.4的证明类似.
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第 4 章 分离性 

 一般点集拓扑书(比如[2])都有关于分离公理的讨论,但是都不是很全面.这

里综合参考文献[2],[3],[4],[5]中所出现的分离公理 

 6 5 4 7 /2 3 11/ 4 5/ 2 2 3/2 1 1/ 2 0T T T T T T T T T T T T→ → → → → → → → → → →  

进行可积性的讨论.当然由于 5 6,T T 的特殊性,这里只给出定义,而让其可积性的

讨论留给读者. 

4.1 0 1 2 5/2 3, , , ,T T T T T 空间 

 定义 4.1.1 设 ( ),X T 拓扑空间,其闭集全体记作F ,则 

 (1)如果 ( ) ( ) ( ), , , , . . , . .x y X x y U x s t y U V y s t x y∀ ∈ ≠ ∃ ∈ ∉ ∃ ∈ ∉或者N N ,则称

X 是 0T 的; 

(2)如果 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , . .x y X x y U x V x s t x y y x∀ ∈ ≠ ∃ ∈ ∈ ∉ ∉且N N N N ,则

称 X 是 1T 的; 

(3)如果 ( ) ( ), , , , , . .x y X x y U x V x s t U V∀ ∈ ≠ ∃ ∈ ∈ = ∅∩N N ,则称 X 是 2T 的,

或者Hausdorff 的; 

 (4)如果 ( ) ( ), , , , , . .x y X x y U x V x s t U V− −∀ ∈ ≠ ∃ ∈ ∈ = ∅∩N N ,则称 X 是

5/ 2T 的. 

 (5)如果 ( ) ( ), , , , , . .x X F x F U x V F s t U V∀ ∈ ∈ ∉ ∃ ∈ ∈ = ∅∩F N N ,则称 X 是

正则的,如果 X 还是 1T 的,则称 X 是 3T 的. 

 定理 4.1.2 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 ( ) ( )0 1 2 0 1 2, , ,
J

J X T T T X T T Tα αα
α

∈
∀ ∈ ⇔ ∏是 的 是 的. 

 证明 我们只证关于 0T 的,其他 ( )1 2,T T 的可类似而证. 

 ⇒设 ( ) ( ),
J J J

x y Xα α αα α α∈ ∈ ∈
∈∏ , ( ) ( )J J

x yα αα α∈ ∈
≠ ,则至少存在一个 Jβ ∈ ,

使得 x yβ β≠ ,从而由 X β 是 0T 的,存在 xβ 的开领域Uβ 使得 y Uβ β∉ 或者存在 yβ 的

开领域Vβ 使得 x Vβ β∉ .对于第一种情形,我们作 ( )1U p Uβ β
−= ,有U 是 ( ) J

xα α∈
的

开领域, ( ) J
y Uα α∈

∉ ,因为至少 ( )y p U Uβ β β∉ = ;对于第二种情形,我们作

( )1V p Vβ β
−= ,同样有V 是 ( ) J

yα α∈
的开领域, ( ) J

x Vα α∈
∉ . 

 ⇐ , , ,J x y X x yα α α α αα∀ ∈ ∈ ≠ 对 ,Jγ γ α∀ ∈ ≠ ,取 0x Xγ γ∈ .则 ( ) ( ),
J J

x yγ γγ γ∈ ∈
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J
Xαα∈

∈∏ , ( ) ( )
J J

x yγ γγ γ∈ ∈
≠ ,其中 

0 0

, ,
,

, ,

x y
x y

x x
α α

γ γ
γ γ

γ α γ α
γ α γ α

= = 
= = ≠ ≠ 

 

这样,由
J

Xαα∈∏ 的 0T 性,存在 ( )
J

xγ γ ∈
的开领域U ,使得 ( )

J
y Uγ γ ∈

∉ 或者存在

( )
J

yγ γ ∈
的开领域V ,使得 ( )

J
x Vγ γ ∈

∉ .同必要性一样,我们仅讨论第一种情形,由

于 U 是 开 的 , 存 在 基 元
J
Uαα∈∏ , 使 得 ( ) JJ

x U Uγ ααγ ∈∈
∈ ⊂∏ . 既 然

( )
J

y Uγ γ ∈
∉ , ( ) JJ

y Uγ ααγ ∈∈
∉∏ ,但是对于所有的 0, y x x Uγ γ γ γγ α≠ = = ∈ ,故而只

能 y Uα α∉ .即得证.□ 

引理 4.1.3 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间, ,J A Xα αα∀ ∈ ⊂ ,则 

 ( )J J
A Aα αα α

− −
∈ ∈

=∏ ∏  

 证明 ( ) ( )J J
x x Aα αα α

−

∈ ∈
∀ = ∈ ∏ ,我们证明

J
x Aαα

−
∈

∈∏ ,即 ,J x Aα αα −∀ ∈ ∈ . 

任一 xα 的开领域Uα , ( )1p Uα α
− 是包含 x的基元,从而 ( ) ( )1

J
p U Aα α αα

−
∈

≠ ∅∏∩ ,用

pα 作用,有U Aα α ≠ ∅∩ . 

( ) J J
x x Aα αα α

−
∈ ∈

∀ = ∈∏ , 我们证明 ( )J
x Aαα

−

∈
∈ ∏ . 任一包含 x 的基元

J
Uαα∈∏ ,由于 ,J x Aα αα −∀ ∈ ∈ ,我们有U Aα α ≠ ∅∩ ,从而由选择公理, 

 ( ) ( ) ( )
J J J
U A U Aα α α αα α α∈ ∈ ∈

= ≠ ∅∏ ∏ ∏∩ ∩ .□ 

 注 上述结论对箱拓扑也成立. 

 推论 4.1.4 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 ,
J J

A X J A Xα α α αα α
α

∈ ∈
⊂ ⇔ ∀ ∈ ⊂∏ ∏ 是闭集 是闭集. 

 证明 由引理 4.1.3 有 ( )J J J
A A Aα α αα α α

−−
∈ ∈ ∈

= =∏ ∏ ∏ 即得.□ 

 注 千万不要以为
J

Xαα∈∏ 的闭集都是形如
J

Aαα∈∏ ,其中 ,J Aαα∀ ∈ 是闭

集. 

 定理 4.1.5 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 5/ 2 5/ 2,
J

J X T X Tα αα
α

∈
∀ ∈ ⇔ ∏是 的 是 的. 

证明: ⇒  设 ( ) ( ),
J J J

x y Xα α αα α α∈ ∈ ∈
∈∏ , ( ) ( )J J

x yα αα α∈ ∈
≠ ,则至少存在一个

Jβ ∈ ,使得 x yβ β≠ ,从而由 X β 是 1
2

2

T 的,存在 xβ 的开领域Uβ , yβ 的开领域Vβ ,使

得 U Vβ β
− − = ∅∩ .作 ( ) ( )1 1,U p U V p Vβ β β β

− −= = ,则 U 是 ( ) J
xα α∈

的开领域, V 是
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( ) J
yα α∈

是开领域,且U V− −∩ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1p U p V p U p Vβ β β β β β β β

− −− − − − − −   = = =   ∩ ∩  

( ) ( )1 1p U V pβ β β β
− − − −= ∅ = ∅∩ .这里,第二个等号是因为 pβ 是开的连续映射,第三个

等式是因为逆函数的基本性质. 

⇐ Jα∀ ∈ ,取点 ( )0

JJ
x Xα ααα ∈∈

∈∏ ,我们证明 Xα 是 1
2

2

T 的. , ,x y X x yα α α α α∀ ∈ ≠ ,

作 ( ) ( ),
J J

x x y yγ γγ γ∈ ∈
= = ,其中 

 0 0

, ,
;

, ,

x y
x y

x x
α α

γ γ
γ γ

γ α γ α
γ α γ α

= = 
= = ≠ ≠ 

 

则 , ,
J

x y X x yαα∈
∈ ≠∏ ,由

J
Xαα∈∏ 的 1

2
2

T 性,存在包含 x 的基元
J

U Uαα∈
= ∏ ,

包含 y 的基元
J

V Vαα∈
= ∏ ,使得 ( ) ( )J J

U V U Vα αα α

− −− −
∈ ∈

= ∏ ∏∩ ∩  

( ) ( ) ( )J J J
U V U Vα α α αα α α

− − − −
∈ ∈ ∈

= = = ∅∏ ∏ ∏∩ ∩ .从而由定理 2.1.3 及其 ,γ α∀ ≠  

0x U V U Vγ α α α α
− −∈ ⊂∩ ∩ 知道U Vα α

− − = ∅∩ .□ 

 引理 4.1.6 设 X 是拓扑空间,则下列陈述是等价的. 

 (1) X 是正则的; 

 (2) ( ) ( ), , , . .x X U x V x s t x V V U−∀ ∈ ∈ ∃ ∈ ∈ ⊂ ⊂N N . 

 定理 4.1.7 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 3 3,
J

J X T X Tα αα
α

∈
∀ ∈ ⇔ ∏是 的 是 的 

 证明 ⇒ ( ) J
x xα α∈

∀ = , ( )
J
U xαα∈

∈∏ N ,其中除去有限个α 值外,U Xα α= .

令 { }1, , nF α α= ⋯ ,对任意的 Fα ∈ ,由于 Xα 是正则的,存在 Xα 的开集Vα ,使得

x V V Uα α α α
−∈ ⊂ ⊂ .作

J J
V Xα αα α∈ ∈

∈∏ ∏ 如下: 

 
,

, \

V F
V

X J F
α

α
α

α
α

∈
=  ∈

 

则明显的, ( ) ( )J J J J J
x x V V V Uα α α α αα α α α α

− −
∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= ∈ ⊂ = ⊂∏ ∏ ∏ ∏ . 

而由定理 4.1.2 知
J

Xαα∈∏ 是 1T 的,于是
J

Xαα∈∏ 是 3T 的. 

 ⇐ Jβ∀ ∈ ,我们证明 X β 是 3T 的.显然 X β 是 1T 的,现证 X β 是正则的.先取定

( )0

J
xα α∈

,任意的 x Xβ β∈ ,不包含 xβ 的闭集 Fβ ,我们作点 ( ) J
xα α∈

,闭集
J

Fαα∈∏ 如

下: 

 0

, ,
;

, ,

x F
x F

x X
β β

α α
α α

α β α β
α β α β

 = == = ≠ ≠ 
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则 ( ) J J
x Fα αα α∈ ∈

∈∏ ,由
J

Xαα∈∏ 的 3T 性,我们可以作包含 ( ) J
xα α∈

的基元

J
Uαα∈∏ 和包含

J
Fαα∈∏ 的基元

J
Vαα∈∏ 使得 ( ) ( )J J J

U Vα αα α α∈ ∈ ∈
= ∅∏ ∏∩ .此

时,必有U Vβ β = ∅∩ ,且 ( ) ( ),U x V Fβ β β β∈ ∈N N .□ 

4.2 1/2 3/2,T T 空间 

定义 4.2.1 设 X 是拓扑空间, 

(1)如果 , dA X A∀ ⊂ 是闭集,则称 X 是 1/ 2T 的; 

(2)如果 X 中任一收敛序列有唯一的极限,则称 X 是 3/ 2T 的. 

引理 4.2.2 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间, A Xα α⊂ ,则 

 ( )d
d

J J
A Aα αα α∈ ∈

=∏ ∏  

 证明  ( ) d

J J
x Aα αα α∈ ∈

∀ ∈∏ ,我们证明 ( ) ( )d

J J
x Aα αα α∈ ∈

∈ ∏ .任意的包含

( ) J
xα α∈

的基元
J
Uαα∈∏ ,其中除去有限多个α 值(比如 1, , nα α⋯ )外,U Xα α= .令

{ }1, , nF α α= ⋯ ,对任意的 Kα ∈ ,由于 dx Aα α∈ ,存在 { }( )y U A xα α α α∈ −∩ .对任意

的 \J Fα ∈ ,任取 y Aα α∈ ,我们有 ( ) ( ) ( )( )J JJ J
y U A xα α α αα αα α∈ ∈∈ ∈

∈ −∏ ∏∩ ,得

证. 

 ( ) ( )d

J J
x Aα αα α∈ ∈

∀ ∈ ∏ ,我们证明 ( ) d

J J
x Aα αα α∈ ∈

∈∏ ,即是 , dJ x Aα αα∀ ∈ ∈ . 

任意 xα 的领域Uα , ( )1p Uα α
− 是包含 ( ) J

xα α∈
的开领域,存在 ( ) J J

y Xα αα α∈ ∈
∈∏ ,使

得 ( ) ( ) ( )( )1

J JJ
y p U A xα α α α αα αα

−
∈ ∈∈

∈ −∏∩ ,从而 { }( )y U A xα α α α∈ −∩ .□ 

定理 4.2.3 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 
1/ 2 1/ 2,

J
J X T X Tα αα

α
∈

∀ ∈ ⇔ ∏是 的 是 的
. 

证明 ⇒设
J J

A Xα αα α∈ ∈
⊂∏ ∏ ,则由 ( )d

d

J J
A Aα αα α∈ ∈

=∏ ∏ 及 , dJ Aαα∀ ∈ 是

闭集,推论 4.1.4 知 ( )d

J
Aαα∈∏ 是闭集. 

⇐ ,J A Xα αα∀ ∈ ⊂ ,作
J

A Aββ∈
= ∏ 如下: 

 
;

;

A
A

X
α

β
β

β α
β α

=
=  ≠

 

则 ( )d
d d

J J
A A Aβ ββ β∈ ∈

= =∏ ∏ 是闭集,从而由推论 4.1.4 知 dAβ 是闭集.□ 

 引理 4.2.4 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,序列 ( )( ){ }
1

n

JJ n
x Xα ααα

∞

∈∈ =
⊂ ∏ ,则 
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 ( )( ){ } ( ) ( ){ }
11

,n n

JJ nn
x x J x xα α α ααα

α
∞ ∞

∈∈ ==
→ ⇔ ∀ ∈ →  

 证明:⇒由投射的连续性及其连续的极限定义即知. 

⇐任取包含 ( ) J
xα α∈

的基元
J
Uαα∈∏ ,其中除去有限多个α 值(比如 1, , nα α⋯ )

外,U Xα α= .对 1, ,i n∀ = ⋯ ,由 ( ){ } ( )
1

1, ,
i

n

n
x x i nα α

∞

=
→ = ⋯ 知,存在 0iN > ,当 in N≥

时, ( )
i i

nx Uα α∈ .取 { }1max , , nN N N= ⋯ ,则当 n N≥ 时, ( )( )n

JJ
x Uα ααα ∈∈

∈∏ .□ 

定理 4.2.5 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 
3/2 3/ 2,

J
J X T X Tα αα

α
∈

∀ ∈ ⇔ ∏是 的 是 的
. 

证明 由引理 4.2.4 立得.□ 

4.3 11/ 4T 空间 

定义 4.3.1 设 X 是拓扑空间,如果任意的 , ,x y X x y∈ ≠ ,存在连续函数

[ ]: 0,1f X → 使得 ( ) ( )0, 1f x f y= = ,则称 X 是Uysohn的,如果 X 还是 1T 的,则称

X 是 11/ 4T 的. 

定理 4.3.2 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 11/4 11/4,
J

J X T X Tα αα
α

∈
∀ ∈ ⇔ ∏是 的 是 的 

 证明 1T 的等价性由定理 4.1.2 即得.现证Urysohn性的等价性. 

 ⇒设 ( ) ( ),
J J J

x x y y Xα α αα α α∈ ∈ ∈
= = ∈∏ , x y≠ .则至少存在一个 Jγ ∈ ,使得

x yγ γ≠ ,由 X γ 是 11/ 4T 的,存在连续映射 [ ]: 0,1f Xγ γ → ,使得 ( ) ( )0, 1f x f yγ γ γ γ= =

作映射 [ ]: 0,1
J

f Xαα∈
→∏ 为 f f pγ γ= � ,则 f 是连续的,且 ( ) ( )0, 1f x f y= = . 

 ⇐ Jα∀ ∈ ,我们证明 Xα 是 11/ 4T 的.先取定一点 ( )0

J
xγ γ ∈

,对于 ,x y Xα α α∀ ∈ , 

x yα α≠ ,作 ( ) ( ),
J J

x x y yγ γγ γ∈ ∈
= = 如下: 

 0 0

; ;
; .

; ;

x y
x y

x x
α α

γ γ
γ γ

γ α γ α
γ α γ α

= = 
= = ≠ ≠ 

 

则存在连续映射 [ ]: 0,1
J

f Xαα∈
→∏ ,使得 ( ) ( )0, 1f x f y= = .作 [ ]: 0,1f Xα α →

为 ( ) ( ) ( )f x f q xα α= � ,其中 qα 定义为 

 ( ) ( ) 0

,
,

,J

x
q x x x

xα γ γγ
γ

γ α
γ α∈

=
= =  ≠

 

则 fα 连续,且 ( ) ( )0, 1f x f yα α α α= = .□ 
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4.4 7 / 2T 空间 

    在讨论 7 / 2T 空间的可积性前,我们先讨论一下序拓扑. 

 设 ( ),X < 是全序集,我们取所有形如 

(1) ( ),a b ,其中 ,a b X∈ ;(2) [ )0,a b ,其中 0a 是 X 的最小元;(3) ( ]0,a b ,其中 0b

是 X 的最大元 

 的 X 的子集作为基生成 X 的一拓扑,称为 X 上的序拓扑 ( )order topology . 

 又如果我们记 ( ),a +∞ 为{ };x X x a∈ > , ( ),a−∞ 为{ };x X x a∈ < ,则这两种类

型的集合构成序拓扑的子基. 

 我们又记形如 ( ) ( ] [ ) [ ], , , , , , ,a b a b a b a b 的 X 的子集为区间 ( )intervals ,形如

( ) [ ) ( ) ( ], , , , , , ,a a b b+∞ +∞ −∞ −∞ 的 X 的子集为射线 ( )rays .其中又可根据区间或

射线是否为开的,闭的而定义开区间,闭区间,开射线,闭射线等等. 

 引理 4.4.1 设全序集 ( ),X < 具有序拓扑,则 X 是 2T 的. 

 证明 , ,x y X x y∀ ∈ ≠ ,由 X 是全序的,不妨设 x y< . 

(1) ( ),x y 中还有点 z ,则 ( ), z−∞ , ( ),z +∞ 分别是包含 ,x y 的开集,而且不相

交. 

(2) ( ),x y 中没有 X 中其他点,则 ( ) ( ), , ,y x−∞ +∞ 是包含 ,x y 的开集,而且也不

相交.□ 

 注 其实定理 4.4.1 是很弱的,可以证明设全序集 ( ),X < 具有序拓扑,则 X 是

4 5,T T (定义见后文)的. 

 引理 4.4.2 设 X 是拓扑空间,Y 是具有序拓扑的全序集, , :f g X Y→ 是连续

映射,则 

 (1) X 中的子集 ( ) ( ){ };x X f x g x∈ ≤ 是闭的; 

 (2)令 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }min , , max ,m x f x g x M x f x g x= = ,则 , :m M X Y→ 都

是连续的. 

 证明 (1)设 ( ) ( ){ };F x X f x g x= ∈ ≤ ,我们证明 ( ) ( ){ };cF x X f x g x= ∈ > 是

开的.设 cx F∈ ,则 ( ) ( )f x g x> ,由引理 4.4.1 知,存在 ( )f x 的开射线U , ( )g x 的

开射线V ,使得U V = ∅∩ .作 ( ) ( )1 1W f U g V− −= ∩ ,则由 ,f g 的连续性知W 是 x

的开领域,且对于w W∈ , ( ) ( )f w g w≠ .我们证明 ( ) ( )f w g w> ,若不然 ( )f w <  

( )g w 从而 ( ) ( )( ) ( ), ,f w g w V f w U V∈ −∞ ⊂ ∈ ∩ ,矛盾.上面即证得 

 ( ), , . . .c cx F W x s t w F∀ ∈ ∃ ∈ ∈N  

 (2)由 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }
, ; , ;

;
, ; , ;

f x x x f x g x f x x x f x g x
m x M x

g x x x f x g x g x x x f x g x

 ∈ ≤ ∈ ≥ = = 
∈ ≥ ∈ ≤  

 

及定理 2.3.2(7)知 , :m M X Y→ 连续.□ 

 注 一般的,我们还有设{ } J
fα α∈

是一族从拓扑空间 X 到具有序拓扑的全序集

Y 的连续映射,则 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }sup , infJ JS x f x I x f xα α α α∈ ∈= = 连续.这个用超限归

纳法 ( )transitive induction 即可证.我们这里不用,所以证明也省略了. 

现在我们开始讨论 7 / 2T 空间了. 

定义 4.4.3 设 X 是拓扑空间,如果任意的 x X∈ ,不包含 x的闭集 F ,存在连

续映射 [ ]: 0,1f X → 使得 ( ) 0f x = ,且 ( ), 1y F f y∀ ∈ = ,则称 X 是完全正则的,如

果 X 还是 1T 的,则称 X 是 7 / 2T 的或者是Tychonoff 的. 

引理 4.4.4 设{ } 1

n

i i
X

=
是一族有限拓扑空间,则 

 { } 7/ 2 7 / 21
1, , ,

n

i ii
i n X T X T

=
∀ ∈ ⇒∏⋯ 是 的 是 的 

 证明 同定理 2.1.5,我们只要证明两个的情形. 

设 ( )1 2 1 2,x x x X X= ∈ × ,F 是不包含 x的闭集,则 ( )1 2 \X X F× 是包含 x 的开集,

从而存在基元 1 2U U× ,使得 ( ) ( )1 2 1 2 1 2, \x x U U X X F∈ × ⊂ × . 1,2i∀ = ,由于 iX 是

完全正则的,存在连续映射 [ ]: 0,1i if X → ,使得 ( ) 0if x = 且 i i iy X U∀ ∈ − , 

( ) 1i if y = .作 [ ]2
1 1 2: 0,1i if M f X X== ∆ × →� ,则由连续函数族对角线的连续性及

引理 4.4.2 知 f 连续,且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
1 1 1 2 2sup , 0i if x M f x f x f x== ∆ = =� 且对于任

意的 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, \y y y F X X U U= ∈ ⊂ × × ,或者 ( )1 1 1f y = 或者 ( )2 2 1f y = ,而有

( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2sup , 1f y f y f y= = .于是 1 2X X× 是完全正则的,而由定理 4.1.2 知其

也是 1T 的,而是 7 / 2T 的.□ 

定理 4.4.5 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 7 / 2 7 / 2,
J

J X T X Tα αα
α

∈
∀ ∈ ⇔ ∏是 的 是 的 

 证明 ⇒设 ( ) J
x xα α∈

= ,不包含 x 的闭集
J

F Xαα∈
⊂ ∏ .则 ( )J

V X Fαα∈
= −∏

是包含 x 的开集,存在基元
J

U Uαα∈
= ∏ ,使得 x U V∈ ⊂ ,其中除去有限个α 值

( 比 如 1, , nα α⋯ ) 外 , U Xα α= . 定 义 映 射
1

:
i

n

J i
X Xα αα

φ
∈ =

→∏ ∏ 为

( ) ( )
1
, ,

n
x x xα αφ = ⋯ .则由函数族 ( ): 1, ,

i iJ
p X X i nα α αα∈

→ =∏ ⋯ 的连续性及定理

2.3.3(1)知φ 是连续的,且 ( )
1 i

n

i
U Uαφ

=
= ∏ 是

1 i

n

i
Xα=∏ 的一开集.再由引理 4.4.4, 

1 i

n

i
Xα=∏ 是完全正则的,存在连续映射 [ ]

1
: 0,1

i

n

i
g Xα=

→∏ ,使得 ( )( ) 0g xφ = 且对

任 意 的
1 1i i

n n

i i
y X Uα α= =

∈ −∏ ∏ 有 ( ) 1g y = . 令 [ ]: 0,1
J

f g Xαα
φ

∈
= →∏� , 则
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( ) 0f x = 且 

 ( ) ( )
1 1

, , 1
i i

n n

J i i
y F X U y X U f yα α αα

φ
∈ = =

∀ ∈ ⊂ − ∈ − =∏ ∏ ∏  

这就证明了
J

Xαα∈∏ 是完全正则的,而其为 1T 的显然,从而是 7 / 2T 的. 

 ⇐ Jα∀ ∈ ,我们证明 Xα 是 7 / 2T 的. Xα 是 1T 的显然,只要证明 Xα 是完全正则

的.先取定 ( )0

J
xγ γ ∈

,对任意的 x Xα α∈ ,不包含 xα 的闭集 Fα ,作 1 i

n

i
Xα=∏ 中的点

( )
J

xγ γ ∈
和闭集

J
F Fγγ∈

= ∏ 如下: 

 0

, ,
;

, ,

x F
x F

x X
α α

γ γ
γ γ

γ α γ α
γ α γ α

= = 
= = ≠ ≠ 

 

则 x F∉ ,由
J

Xαα∈∏ 的 7 / 2T 性,存在连续函数 [ ]: 0,1
J

f Xαα∈
→∏ ,使得 ( ) 0f x =

且 ( ), 1y F f y∀ ∈ = .作 [ ]: 0,1f Xα α → 为 f f qα α= � ,其中 :
J

q X Xα α αα∈
→ ∏ 为 

 ( ) ( ) 0

,
,

,J

x
q x x x

xα γ γγ
γ

γ α
γ α∈

=
= =  ≠

 

则 fα 连续,且 ( ) 0f xα α = ,任意的 y Fα α∈ , ( ) 1f yα α = .□ 

4.5 4 5 6, ,T T T 空间 

 定义 4.5.1 设 ( ),X T 是拓扑空间,其闭集全体记作F .如果 

 ( ) ( ), , , , , . .E F E F U E V F s t U V∀ ∈ = ∅ ∃ ∈ ∈ = ∅∩ ∩F N N  

则称 X 是正规的,而如果 X 还是 1T 的则称 X 是 4T 的. 

 定理 4.5.2 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 4 4,
J

X T J X Tα αα
α

∈
⇒∀ ∈∏ 是 的 是 的 

 证明 ,Jα∀ ∈ 我们证明 Xα 是正规的.设 ,E Fα α 是 Xα 中互不相交的闭集,作

J
Xαα∈∏ 中的闭集 ,

J J
E E F Fγ γγ γ∈ ∈

= =∏ ∏ 如下: 

 
, ,

;
, ,

E F
E F

X X
α α

γ γ
γ γ

γ α γ α
γ α γ α

= = 
= = ≠ ≠ 

 

则 E F = ∅∩ ,由
J

Xαα∈∏ 的 4T 性,存在包含 E 的基元
J
Uγγ ∈∏ ,包含 F 的基元

J
Vγγ ∈∏ ,使得 ( ) ( ) ( )J J J

U V U Vγ γ γ γγ γ γ∈ ∈ ∈
∅ = =∏ ∏ ∏∩ ∩ ,而有U Vα α = ∅∩ . 

再由定理 4.1.2 知各 Xα 是 1T 的,从而是 4T 的.□ 

 注 1 定理 4.3.2 的逆命题一般是不成立的,对于 J 是有限的,不可数的情形, 
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参考文献[2] ( )198, 206P P 给出了反例.而对于可数无限的情形,我们有: 

 问题 4.5.3 设{ } 1n n
X

∞

=
是一族 4T 空间,

1 nn
X

∞

=∏ 是否为 4T 空间? 

 按照上面的注,可以猜想对该问题的回答是否定的. 

 注2    在参考文献[6]中已经有了 5 6,T T 分离公理,而且有很好的性质,读者如果

感兴趣可以去看看.这里只给出定义: 

 定义 4.5.4 设 X 是拓扑空间,如果 X 的每个子空间都是正规的,且 X 本身是

1T 的,则称 X 是 5T 的. 

 定义 4.5.5    设 X 是拓扑空间,如果 X 是 4T 的,且其中每个闭集都是Gδ 集(一

集F 称为Gδ 的,如果其是一可数开集族的交),则称 X 是 6T 的.
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第 5 章 紧致性 

5.1 紧致空间 

设 X 是一集合, C是 X 的一子集族.如果
C

X C
∈

=∪ C
,则称集族 C是 X 的一

覆盖 ( )covering .如果C是可数的,则称其为可数覆盖;如果C是有限的,则称其为

有限覆盖;如果 C中元都是开的,则称其为开覆盖;如果 C中元都是闭的,则称其

为闭覆盖.再如果C的一子族
1
C 也覆盖 X ,则称

1
C 是C的子覆盖. 

定义 5.1.1 设 X 是拓扑空间,如果 X 的每一开覆盖都有一有限子覆盖,则称

X 是紧致的 ( )compact ,如果Y X⊂ 在相对拓扑下是紧致的,则称Y 是 X 的紧致

子集. 

定义 5.1.2 集合 X 的子集族C称为具有有限交性质(finite    intersection  

)property ,如果C的任一有限子族的交都是非空的. 

 引理 5.1.3 设 X 是拓扑空间,则 X 是紧致的⇔ 任一具有有限交性质的 X 的

子集族C ,它的成员的闭包的交
C

C−
∈

≠ ∅∩ C
. 

 证明 ⇒如果
C

C−
∈

= ∅∩ C
,则 ( )\

C
X C X−

∈
=∪ C

,而由 X 是紧致的,存在有限

子覆盖{ }1\ , , \ nX C X C− −⋯ ,即 ( )1
\

n

ii
X X C −

=
=∪ ,从而

1 1

n n

i ii i
C C −

= =
⊂ = ∅∩ ∩ ,这与

C具有有限交性质矛盾. 

 ⇐任一 X 的开覆盖C ,如果其任一有限子集都不覆盖 X ,则 { }\ ;X C C= ∈G� C

具有有限交性质,从而 ( )\
G C

G X C
∈ ∈

= ≠ ∅∩ ∩G C
,

C
C X

∈
≠∪ C

,矛盾.□ 

引理 5.1.4 设 ,X Y 是拓扑空间, X 是紧致的,则 ( )f X 是Y 的紧致子集.  

引理 5.1.5 设 X 是一集合,A是 X 的一满足有限交性质的子集族,则存在

X 的一子集族G ,使得(1) ⊃G A ;(2)G具有有限交性质;(3)如果 ,⊃ ≠E G E G ,

则E不具有有限交性质. 

  证明 我们称满足上述 3个条件的集族G为关于有限交是极大的.对于证明,

用 Zorn 引理.设A是满足条件(1),(2)的 X 的子集族构成的族类,其关于集合的

包含关系构成偏序集.设B是A的一全序的子族类(即 ⊂B A ),令
∈

=∪BC� B
B

,我

们证明C就是B的一上界,从而由 Zorn 引理得G的存在性. 

往证C是B的一上界.只要证明 ⊃C A及C具有有限交性质. ⊃C A是显然的,

假设{ }1, , nC C⋯ 是 C的一有限子族,由于
∈

=∪BC� B
B

,对每个 { }1, ,i n∈ ⋯ ,存在B

中的 iB使得 i iC ∈B .由于B是全序的,从而存在 { }1, ,k n∈ ⋯ ,使得 i k⊂B B ,从而由

kB 具有有限交性,
1

n

ii
C

=
≠ ∅∩ .得证.□ 

注 设G是引理 5.1.5 所述的关于有限交极大的 X 的子集族,则 
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(1)G中元的有限交还是G中元; 

(2)如果一元 A与G中任一元都相交,则 A属于G . 

其实这就是极大的实质和内涵. 

 定理 5.1.6 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 , .
J

J X Xα αα
α

∈
∀ ∈ ⇔ ∏是紧致的 是紧致的  

 证明 ⇐由引理 5.1.4 及对任意的 Jα ∈ ,投射 pα 是连续的满射,知 Xα 是紧

致的. 

 ⇒我们利用引理 5.1.3 证明
J

Xαα∈∏ 是紧致的. 

设C是
J

Xαα∈∏ 的一具有有限交性质的集族,由引理 5.1.5 知存在一包含A的,

具有有限交性质的,极大的
J

Xαα∈∏ 的子集族G .如果我们证明了
G

G−
∈

≠ ∅∩ G
,

则
A

A−
∈

≠ ∅∩ A
而由引理 5.1.3 知

J
Xαα∈∏ 是紧致的. 

 往证
G

G−
∈

≠ ∅∩ G
.对于 Jα∀ ∈ ,考虑 Xα 的子集族 ( ){ };p G Gα ∈G ,其具有有

限交性质,因为G具有.这样,据 Xα 的紧致性,可以取 ( )
G

x p Gα α
−

∈
∈   ∩ G

.设 x =  

( ) J J
x Xα αα α∈ ∈

∈∏ ,我们证明
G

x G−
∈

∈∩ G
,从而得证. 

 往证
G

x G−
∈

∈∩ G
,即对于任意G ∈G , x G−∈ .只要证每个包含 x 的基元都与

G 相交,而由引理5.1.5注(1)和(2),只需证明每个包含 x的子基元 ( )1p Uα α
− 与G

相交,其中Uα 是 Xα 中的开集.现往证,由于Uα 是包含 xα 的开集,存在 y Uα α∈ ∩  

( )p Gα ,也就存在G 中的元 y 使得 ( )p y yα α= ,而有 ( )1y p U Gα α
−∈ ∩ .□ 

5.2 可数紧致空间与序列紧致空间 

定义 5.2.1 设 X 是拓扑空间,如果 X 的每个可数开覆盖都有有限子覆盖,则

称 X 是可数紧致的 ( )countably compact .如果Y X⊂ 在相对拓扑下是紧致的,则

称Y 是 X 的紧致子集. 

同紧致空间一样,我们有引理: 

引理 5.2.2 设 X 是拓扑空间,则 X 是可数紧致的⇔ 任一具有有限交性质的

X 的可数子集族{ } 1i i
C

∞

=
,它的成员的闭包的交

1 ii
C

∞ −
=

≠ ∅∩ . 

定理 5.2.3 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

 ,
J

J X Xα αα
α

∈
∀ ∈ ⇔ ∏可数紧致 可数紧致. 

 注 证明方法与关于紧致空间的定理 5.1.6 完全类似. 

 定义 5.2.4 设 X 是拓扑空间,如果 X 的每一序列都有一收敛的子序列,则称
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X 是序列紧致的 ( )sequentially compact . 

 定理 5.2.5 设{ } 1n n
X

∞

=
是一族可数拓扑空间,则 

 
1

, n nn
n X X

∞

=
∀ ∈ ⇔ ∏ℕ 序列紧致 序列紧致. 

 证明 ⇐由投射的连续性即知. 

 ⇒设{ } 1i i
x

∞

=
是

1 nn
X

∞

=∏ 中任一序列, ( )
1

i
i n n

x ξ
∞

=
= .现在构造其一收敛子列.对于

1X 中的序列{ }1 1

i

i
ξ

∞

=
,其有收敛子列{ }1

1 1
1

ik

i
ξ ξ

∞

=
→ ;同理,对于 2X 中的序列{ }1

2
1

ik

i
ξ

∞

=
,

其有收敛子列{ }2

2 2
1

ik

i
ξ ξ

∞

=
→ ,如此一直作下去,一般的, nX 中有序列{ }1

1

n
ik

n
i

ξ
− ∞

=
,其有

收敛子列{ }
1

n
ik

n n
i

ξ ξ
∞

=
→ .示意图如下: 

11 11
31 2

2 22 2
31 2

3 33 3
31 2

31 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

: , , , , ,

: , , , , ,

: , , , , ,

: , , , , ,

n

n

n

n nn n
n

kk kk

k kk k

k kk k

k kk k
n n n n n n

X

X

X

X

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

→

→

→

→

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯ ⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 

其中第 ( )2i i ≥ 行是第 1i − 的子列.对每个 n ∈ℕ ,取 nX 序列{ } ( )1
1 1

1

i
ik i i i

n i i i
i

k k kξ
∞

+
+ +

=
< < ,

则其收敛于 nξ ,且有 ( )
1

i
i

i
i

k
nk n

x ξ
∞

=
= ,由引理 4.2.4 知{ } ( ) 1 11

i
i

n nnk ni
x Xξ

∞ ∞∞

= ==
→ ∈∏ ,从

而得证.□ 

 注 定理 5.2.5 的证明方法就是著名的Cantor 对角线法. 

5.3 局部紧致空间 

定义 5.3.1 设 X 是拓扑空间,如果 X 的每一点都有一个紧致的领域,则称 X

是局部紧致的 ( )locally compact .如果Y X⊂ 在相对拓扑下是局部紧致的,则称Y

是 X 的紧致子集. 

引理 5.3.2 设{ } 1

n

i i
X

=
是一族有限拓扑空间, { }1, , ,n A Xα αα∀ ∈ ⊂⋯ ,则  

 ( )1 1

on no
i ii i

A A
= =

=∏ ∏ . 

证明 ( ) 1 1

nn o
i ii i

x x A
= =

∀ = ∈∏ ,我们有 { }1, ,i n∀ ∈ ⋯ , o
i ix A∈ ,这样, 

( ) 1 1 1

n nn o
i i ii i i

x x A A
= = =

= ∈ ⊂∏ ∏  



笛卡尔积上的拓扑学                          张祖锦                             第 5 章 紧致性                                                                 

 28 

而有 ( )1

on

ii
x A

=
∈ ∏ . 

反过来, ( ) ( )1 1

onn

i ii i
x x A

= =
∀ = ∈ ∏ ,存在基元

1

n

ii
U

=∏ 使得
1 1

n n

i ii i
x U A

= =
∈ ⊂∏ ∏ .

而有 { }1, ,i n∀ ∈ ⋯ , i i ix U A∈ ⊂ , ix 是 iA 的内点, ( ) 1 1

nn o
i ii i

x x A
= =

= ∈∏ .□ 

 定理 5.3.3 设{ } 1

n

i i
X

=
是一族有限拓扑空间,则 

 { }
1

1, , ,
n

i ii
i n X X

=
∀ ∈ ⇔ ∏⋯ 局部紧致 局部紧致 . 

证明 ⇒设 ( ) 1 1

nn

i ii i
x x X

= =
= ∈∏ ,由于对每个 { }1, ,i n∈ ⋯ , iX 是局部紧致的,存

在 ix 的紧致领域 iV ,使得 0
i ix V V∈ ⊂ ,而有 

 ( ) ( )0

1 1 1 1

on n nn

i i i ii i i i
x x V V V

= = = =
= ∈ = ⊂∏ ∏ ∏  

由定理 5.1.6 知
1

n

ii
V

=∏ 是紧致的. 

 ⇐ { }1, ,i n∀ ∈ ⋯ ,我们证明 iX 是局部紧致的.先取定 ( )0

11

n n

i iii
x X

==
∈∏ ,对于任

意的 i ix X∈ ,作 ( ) 11

n n

j iij
x x X

==
= ∈∏ 为 

 0

,

,
i

j
j

x j i
x

x j i

=
=  ≠

 

则由
1

n

ii
X

=∏ 的局部紧致性,存在 x 的紧致领域 V .存在基元
1

n

ii
U

=∏ 使

1

n

ii
x U

=
∈∏  

V⊂ .这样 ( )i i ix U p V∈ ⊂ ,由引理 5.1.4 及 ip 的连续性,知 ( )ip V 是紧致的.□ 

引理 5.3.4 设 ,X Y 是拓扑空间, X 局部紧致,映射 :f X Y→ 是连续的开映

射,则 ( )f X 是Y 的局部紧致子集. 

 定理 5.3.5 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

, . . \ ,
J

X J X F J s t J F Xα α αα
α α

∈
⇔ ∀ ∈ ∃ ⊂ ∀ ∈∏ 局部紧致 局部紧致且 有限 紧致 

证明 ⇒由 ,J pαα∀ ∈ 是连续的开满射, Xα 是局部紧致的.取一点 ( ) J
x xα α∈

=  

J
Xαα∈

∈∏ ,有 x 的紧领域C ,这样,存在基元
J
Uαα∈∏ ,使得

J
x U Cαα∈

∈ ⊂∏ ,其

中除去有限多个 α 值(比如 1, , nα α⋯ )外 , U Xα α= .令 { }1, , nF α α= ⋯ ,则

\J Fα∀ ∈ 有 ( )X U p C Xα α α α= ⊂ ⊂ , ( )X p Cα α= 是紧的. 

 ⇐将 J 良序化,由假设存在 { }1, , nF Jα α= ⊂⋯ 使得 \J Fα∀ ∈ , Xα 紧致.不

妨设 1 2 nα α α< < <⋯ . ( ) J J
x Xα αα α∈ ∈

∀ ∈∏ ,对于每一 Fα ∈ ,由于 Xα 是局部紧致

的,可以作 Xα 中 xα 的紧致领域Cα .,令 
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( ) ( ) ( ) ( )11 1 2 1 nn n n
C X C X X C Xα α α α α αα α α α α α α α α α−< < < < < >

= × × × × × ×∏ ∏ ∏ ∏⋯  

由定理 5.1.6 知C 是
J

Xαα∈∏ 的紧子集,且 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 2 1

  

nn n n

o o

o

x X C X X C X

C C

αα α α α αα α α α α α α α α α−< < < < < >
∈ × × × × × ×

= ⊂

∏ ∏ ∏ ∏⋯
 

故而
J

Xαα∈∏ 是局部紧致的.□ 

5.4 极限点紧空间与仿紧空间 

定义 5.4.1 设 X 是拓扑空间.如果 X 的每一无限子集都有极限点,则称 X 是

极限点紧的 ( )limit point compact . 

注 极限点紧空间的笛卡尔积一般不是极限点紧的.关于这个的评注可以参

考[ ]( )3 181P . 

定义5.4.2 设 X 是一集合, ,A B都是 X 的覆盖,如果A中每个元素都包含在

B中某个元素中,则称A是B的一加细 ( )refinement .如果A的元都是开的,则称

A是开加细;如果A的元都是闭的,则称A是闭加细. 

注 如果A是B的一子覆盖,则A显然是B的一加细. 

定义 5.4.3 设 X 是拓扑空间,A是 X 的一子集族,如果 

 ( ) { }, , . . ;x X U x s t A A U∀ ∈ ∃ ∈ ∈ ≠ ∅∩ 有限N A  

则称A是(关于拓扑空间 X 的)局部有限的 ( )locally finite . 

 定义 5.4.4 拓扑空间 X 称为仿紧的 ( )paracompact ,如果 X 的每一开覆盖都

有一局部有限的开覆盖是它的加细. 

 定理 5.4.5 设 X 是紧致空间,Y 是仿紧空间,则 X Y× 是仿紧的. 

 证明 设A是 X Y× 的任一开覆盖.任意的 ( ),x y X Y∈ × ,存在 ( ),A x y ∈A ,使

得 ( ) ( ), ,x y A x y∈ ,从而也存在 x 的开领域 ( ),U x y , y 的开领域 ( ),V x y ,使得

( ) ( ) ( ), , ,U x y V x y A x y× ⊂ .对任一固定的 y Y∈ , X Y× 的开集族 

 ( ) ( ){ }, , ;U x y V x y x X× ∈  

是 X Y× 中紧子集 { }X y× 的开覆盖,由 X 的紧致性,存在 ( ) ( ){ }1 , ,y y
nx x X⊂⋯ ,使得 

 { } ( )( ) ( )( )1
, ,

n y y
i ii

X y U x y V x y
=
 × ⊂ ×
 ∏ . 

则 ( ) ( )( )1
,

n y
ii

V y V x y
=

=∩ 是 y 的一开领域,且 ( )( ) ( ){ }, ; 1, ,y
iU x y V y i n× = ⋯ 是

{ }X y× 的一开覆盖, 



笛卡尔积上的拓扑学                          张祖锦                             第 5 章 紧致性                                                                 

 30 

 由于 ( ){ };V y y Y∈ 是仿紧空间Y 的开覆盖,其有局部有限的开覆盖B是它的

开加细.令 ( )( ){ }, ; , 1, ,y
iU x y B B i n= × ∈ = ⋯C B ,容易知道C是A的一开加细,往证

C是局部有限的,设 ( ),x y X Y∈ × ,则存在 y 的某一开领域O及B的某一有限子族

0 ⊂B B , 使 得 0\ ,B O B∀ ∈ = ∅∩B B . 于 是 X O× 是 ( ),x y 的 一 开 领 域 , 且

{ }0\ , 1, ,B i n∀ ∈ ∈ ⋯B B , ( ) ( )( ),By
i BX O U x y B × × = ∅

 
∩ .从而 X Y× 是仿紧的.□
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第 6 章 可数性 

6.1 1 2,A A 空间 

 定义 6.1.1 设 X 是一拓扑空间.如果 X 中每一点都有一可数领域基,则称其

是 1A 的 ( )first - countable ;如果 X 有一可数基,则称其是 2A 的 ( )second - countable  

 注 由于对拓扑空间 X 而言,如果B是 X 的一可数基,则 { };x B x B= ∈ ∈B B 就

是 x X∈ 处的一可数的领域基.下面关于 2A 的可积性方面的定理同样对 1A 成立,

为节省篇幅,就不一一证明了. 

 定理 6.1.2 设{ } 1n n
X

∞

=
是一族可数拓扑空间,则 

 
2 21

1 11

,

,

n nn

n nn

n X A X A

n X A X A

∞

=

∞

=

∀ ∈ ⇔

∀ ∈ ⇔

∏
∏

ℕ

ℕ

是 的 是 的

是 的 是 的
 

证明 ⇐ n∀ ∈ℕ ,由于 np 是连续的开映射,如果B是
1 nn
X

∞

=∏ 的一可数基,则 

( ){ };n np B B= ∈B B 就是 nX 的一可数基, nX 是 2A 的. 

 ⇒设 n∀ ∈ℕ , nB 是 nX 的可数基,令 { }1
; ,n n nn

B n B X
∞

=
= =∏ 除去有限个 值外B

显然B是可数的,往证B是
1 nn
X

∞

=∏ 的基,而有
1 nn
X

∞

=∏ 是 2A 的. 

 任一
1 nn
X

∞

=∏ 中的开集U ,包含
1 nn
X

∞

=∏ 的一基元
1 nn
U

∞

=∏ 其中除去有限多

个 α 值(比如 1, , nα α⋯ )外, U Xα α= .令 { }1, , nF α α= ⋯ ,则对 Fα∀ ∈ ,可作

n nB ∈B 使得 n nB U⊂ .作B中元
1 nn
B

∞

=∏ 如下: 

 
,

, \
n

n
n

B n F
B

X n F

∈
=  ∈ ℕ

 

则
1 1n nn n
B U U

∞ ∞

= =
⊂ ⊂∏ ∏ .□ 

 引理 6.1.3 设 ,X Y 是拓扑空间, :f X Y→ 是连续的满开映射,如果 X 是 2A

的,则Y 也是 2A 的. 

 引理 6.1.4 设 X 是 2A 的拓扑空间,则 X 的每一基中都包含该空间的一可数

基. 

 证明 设B是 X 的任一基,由 X 是 2A 的,存在 X 的一可数基 1B .我们证明B中

包含 X 的一可数基. 1 1B∀ ∈B ,由于B是 X 的一基,对于 1x B∀ ∈ ,存在 xB ∈B ,使

得 1xx B B∈ ⊂ ,再注意到 1B 也是 X 的一基,存在 1, 1xD ⊂ B 使得 1 1,x xx D B∈ ⊂ ,这样

便有 
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 { }
1 1 1

1 1, 1x xx B x B x B
B x D B B

∈ ∈ ∈
= ⊂ ⊂ ⊂∪ ∪ ∪ , 

即
1 1

1 1,x xx B x B
B D B

∈ ∈
= =∪ ∪ .由于{ }

1
1,x x B

D
∈

是 1B的子族,为可数的,对于 1x B∀ ∈ ,取

定 xB 使得 1,x xx D B∈ ⊂ ,则{ }
1

x x
B

∈B
也是可数的.即证 1B 中任一元 1B 都可以表成B

中可数个元{ }
1

x x
B

∈B
的并.作 X 的可数开集族 

 { }1 1 1; ,xB x B B∈ ∈B  

其为B的一子族,且是 X 的一基.□ 

定理 6.1.5 设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,则 

2 2

1 1

, , . . \ , .

, , . . \ , .
J

J

X A C X A C J s t J C X

X A C X A C J s t J C X

α α αα

α α αα

α α

α α
∈

∈

⇔ ∀ ∈ ∃ ⊂ ∀ ∈

⇔ ∀ ∈ ∃ ⊂ ∀ ∈
∏
∏

是 的 是 的且 可数 是平庸的

是 的 是 的且 可数 是平庸的

    证明 ⇐设对 Cα∀ ∈ , αB 是 2A 空间 Xα 的可数基,对于 \J Cα ∈ , Xα 是平庸

的,取 { }Xα α=B .这时,集族 

 ( ){ }1 ;
J

p U Uα αα
−

∈
= ∈∪B B  

是
J

Xαα∈∏ 的一子基.明显的,B是可数的,而有可数子基的拓扑空必定有可数

基.所以
J

Xαα∈∏ 是 2A 空间. 

 ⇒由于投射 pα 是连续的满开映射, ( )J
X p Xα α αα∈

= ∏ 是 2A 的.往证存在 J

的可数子集C ,使得 \J Cα∀ ∈ , Xα 是平庸的. 

 由于所有形如
J

U Uαα∈
= ∏ 的

J
Xαα∈∏ 的元构称的子集族B是其一基,其中

除去有限多个α 值(比如 1, , nα α⋯ )外,U Xα α= ,设 { }1, ,U nJ α α= ⋯ .由引理 6.1.4,

存在 1 ⊂B B可数,亦为
J

Xαα∈∏ 的一基.令 

 
1

UU
C J

∈
=∪ B

 

其为可数个有限集的并,而为可数的.我们证明对 \J Cα∀ ∈ , Xα 是平庸的. 

 如果不然,则存在 Xα 的某个非空真子集Vα , ( )1p Vα α
− 是

J
Xαα∈∏ 中的开集,而

存在 2 1⊂B B ,使得 

 ( )
2

1

U
p V Uα α

−
∈

=∪ B
 

但是因为 \J Cα ∈ ,对于每个 1U ∈B , UJ Jα ∈ − ,即有 ( )p U Xα α= ,这样, 

 ( ) ( )
2 2

1

U U
V p p V p U p U Xα α α α α α α

−
∈ ∈

  = = = =   ∪ ∪B B
, 

矛盾.于是命题得证.□ 
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6.2 可分空间 

定义 6.2.1 设 X 是一拓扑空间,D X⊂ .如果D X− = ,则称D在 X 中是稠密

的 ( )dense . 

定义 6.2.2 设 X 是一拓扑空间.如果 X 有一可数稠密子集,则称 X 是可分的

( )separable . 

定理 6.2.3    设{ } J
Xα α∈

是一族拓扑空间,如果
J

Xαα∈∏ 是可分的,则任意的

Jα ∈ , Xα 是可分的. 

 证明 设D是
J

Xαα∈∏ 的一可数稠密子集,则有 

 ( ) ( ) ( ),
J

J X p D p D p X Xα α α α α αα
α − −

∈
∀ ∈ ⊃ ⊃ = =   ∏  

而由可数性在映射下是不变的,有 ( )p Dα 是 Xα 的可数稠密子集, Xα 可分.□ 

定理 6.2.4    设 { }JXα∈ 是一族拓扑空间, J 的势不大于 1ℵ (连续基数),且

Jα∀ ∈ , Xα 是可分的,则
J

Xαα∈∏ 是可分的. 

证明 由于 J 的势不大于 1ℵ ,我们可以假定 J ⊂ ℝ .又 Jα∀ ∈ , Xα 是可分的,

存在其可数的稠密子集 ( ){ };kM x kα
α = ∈ℕ .令 

( ){ }1 1 1 1 1 1, , ; , , ; , , , , , 1,2,3,n n n nT r r k k r r k k n− −= ∈ ∈ =⋯ ⋯ ⋯ ℚ ⋯ ℕ ⋯且严格递增,  

且关于每一 ( )1 1 1, , ; , ,n nr r k k Tγ −= ∈⋯ ⋯ ,作
J

Xαα∈∏ 中元 ( ) ( )( )
J

x xγ γ
α α∈

= 如下: 

 ( )

( )

( )

( )

1 1

1

1

,

, , 2, , 1

,

m

n

k

k m m

r
k n

x r

x x r r m n

x rα

α

γ α
α

α

α

α
−

−

 ≤
= < ≤ = −


>

⋯  

当然其中的 Jα ∈ .我们指出 ( ) ( )( ){ };
J

D x x Tγ γ
α α

γ
∈

= = ∈ 是
J

Xαα∈∏ 的一可数稠密

集.显然D是可数的,因为其可以看作是 ×ℚ ℕ的子集.往证D X− = . 

 对于 ( ) J
x x Xα α∈

∀ = ∈ ,包含 x 的基元
J
Uαα∈∏ ,其中除去有限多个α 值(比如

1, , nα α⋯ )外,U Xα α= ,由于ℚ在ℝ中的稠密性,可以作 1 2 1, , , nr r r + ∈⋯ ℚ,使得 

 1 1 2 2 1n nr r rα α α−≤ < ≤ < ≤ <⋯  

令 { }1, ,K n= ⋯ ,则由对每个 i K∈ ,
i

Uα 是
i

xα 的开集,
i i

M Xα α
− = ,从而存在

( )i

i ikx Mα
α∈ 使得 ( )i

i ikx Uα
α∈ .作D中元 ( ) ( )( )

J
x xγ γ

α α∈
= 如下: 
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 ( )

( )

( )

( )

1 1

1

1

,

, , 2, , 1

,

m

n

k

k m m

k n

x r

x x r r m n

x r

α

γ α
α

α

α

α

α
−

−

 ≤
= < ≤ = −


>

⋯  

我们证明 ( ) ( )J
x U Dγ

αα∈
∈ ∏ ∩ ,由上即知属于 D ,现证 ( )

J
x Uγ

αα∈
∈∏ ,这也是显

然的,因为对于 { }\ ;iJ i Kα α∈ ∈ ,U Xα α= , ( )x Uγ
α α∈ ;对于 { };i i Kα α∈ ∈ ,有某个

i K∈ 使得 ( ) ( ) ( )i

i i i ikx x x M Uαγ γ
α α α α= = ∈ ∩ 得证.□  

6.3 Lindelofɺɺ 空间 

定义 6.3.1    设 X 是拓扑空间.如果 X 的每个开覆盖都有一可数子覆盖,则称

X 是 Lindelofɺɺ 的. 

定理 6.3.2 设 X 是 Lindelofɺɺ 空间,Y 是紧致空间,则 X Y× 是 Lindelofɺɺ 空间. 

 证明 设A是 X Y× 的任一开覆盖,则 ( ) ( ), , , . . ,x y X Y A s t x y A∀ ∈ × ∃ ∈ ∈A ,而

有 x的开领域 ( ),U x y , y 的开领域 ( ),V x y ,使得 ( ) ( ) ( ), , ,x y U x y V x y A∈ × ⊂ . 

 对于固定的 x X∈ , ( ) ( ){ }, , ;U x y V x y y Y× ∈ 构成{ }x Y× 的开覆盖,由于Y 的

紧致性及 { }Y x Y×≙ ,存在{ }1 , , nx x
y y Y⊂⋯ ,使得 

 { } ( ) ( )1
, ,i i

n

x xi
x Y U x y V x y

=
 × ⊂ × ∪ . 

令 ( ) ( )1
, i

n

xi
U x U x y

=
=∩ ,则同样,{ } ( ) ( )1

, i

n

xi
x Y U x V x y

=
 × ⊂ × ∪ . 

 由于 ( ){ };X U x x X⊂ ∈ 及 X 的 Lindelofɺɺ 性,存在{ };nx n X∈ ⊂ℕ ,使得 

( )
1 nn

X U x
∞

=
⊂∪  

我们作 

 ( ) ( ){ }1, ; , , ,n
n n i n nU x V x y i x x n= × = ∈⋯ ℕB  

其是可数的,往证其是 X Y× 的一开覆盖,即证. 

 ( ),x y X Y∀ ∈ × ,对 x ,存在 nx X∈ ,使得 ( )nx U x∈ ,这样,又存在 i
nx ∈ℕ使得

( ), i
n

n x
y V x y∈ ,于是便有 ( ) ( ) ( ), , i

n
n n x

x y U x V x y∈ × .得证.□ 

注 在证明过程中的 1, , nx x⋯ 不是表示 x 的幂,而是相对于 x 确定的{ }x Y× 的

有限开覆盖的这个有限.同样的, i
nx 表示相对于 nx 确定的{ }nx Y× 的有限开覆盖的

这个有限.
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第 7 章 可度量性 

定义 7.1 设 X 是集合, :d X X× →ℝ .如果对于任意的 , ,x y z X∈ ,有 

(1)(正定性) ( ), 0d x y ≥ ,且 ( ), 0d x y x y= ⇔ = ; 

(2)(对称性) ( ) ( ), ,d x y d y x= ; 

(3)(三角不等式) ( ) ( ) ( ), , ,d x z d x y d y z≤ + . 

则称 d 是 X 上的一度量 ( )metric . 

 再有,定义 ( ) ( ){ }, ; ,dB x y X d y xε ε= ∈ < ,则 X 的子集族 

 ( ){ }, ; , 0dB x x Xε ε= ∈ >B�  

是 X 的一个基,其生成的拓扑称为由度量 d 导出的拓扑. 

 对于拓扑空间 ( ),X T ,如果存在 X 上的一度量 d ,其导出的拓扑是 T ,则称

X 是可度量的 ( )metrizable .而度量空间 ( )metric space 是指一可度量空间连同一

给出 X 上拓扑的具体度量 d ,记作 ( ),X d . 

  定理 7.2 设 ( ){ }
1

,n n n
X d

∞

=
是一族可数的度量空间,则

1 nn
X X

∞

=
= ∏ 是可度量

的,且如果令 ( ) ( ){ }, min , ,1n n n n nd x y d x y− = 则 X 上的度量 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

,
, , sup n n n

n n nn n

d x y
D x y D x y

n

−
∞ ∞

∈= =

  = =  
  

ℕ  

生成
1 nn
X

∞

=∏ 的拓扑. 

 证明 第一步: nd −是 nX 上的度量,且由其导出的拓扑和由 nd 导出的拓扑一样. 

nd − 是度量:正定性和对称性显然,往证 nd − 满足三角不等式. , ,x y z X∀ ∈ ,如果

( ), 1nd x y ≥ 或 者 ( ), 1n n nd y z ≥ , 则 ( ) ( ) ( ), 1 , , 2n n nd x z d x y d y z− − −≤ ≤ + = ; 如 果

( ), 1nd x y < 且 ( ), 1nd y z < ,则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,n n n n nd x z d x y d y z d x y d y z− −≤ + = + ,即

有 ( ) ( ) ( ), , ,n n nd x z d x y d y z− − −≤ + . 

nd − 导出的拓扑和 nd 导出的拓扑一样:在一般度量空间 ( ),X d 中,B�的子族         

( ){ }1 , ; ,0 1B x x Xε ε= ∈ < <B� 也生成 X 的拓扑.而 ( ),n nX d 与 ( ),n nX d − 有相同的如

此子族. 

第二步:D是 X 上的度量.正定性和对称行显然,往证D满足三角不等式. 

, ,x y z X∀ ∈ ,由于 ( ) ( ) ( ), , ,n n n n n n n n nd x z d x y d y z− − −≤ + ,则 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,

, ,n n n n n n n n nd x z d x y d y z
D x y D y z

n n n

− − −

≤ + ≤ +  

即有 ( ) ( ) ( ), , ,D x z D x y D y z≤ + . 

 第三步:D导出的 X 的拓扑G和积拓扑T 一样.利用定理 2.2.3 证之. 

 (1) ⊂G T :对于 , 0x X ε∀ ∈ > ,我们作
1 nn

U U
∞

=
= ∏ ,其中除去有限个 n 值外

n nU X= ,使 ( ),DU B x ε⊂ . 

作 N ,使得当n N> 时
1

n
ε< ,令 

 ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1
, , 2 ,

N
n nd d d n N

U B x B x B x N Xε ε ε− − −

∞

= +
= × × × ×∏⋯  

 则 ( ),DU B x ε⊂ ,因为 ( ) 1n n
y y U

∞

=
∀ = ∈ ,当 { }1, ,n N∈ ⋯ 时 ( ),n n nd y x nε− < ,而

( ),n n nd y x

n
ε

−

< ;当n N> 时,
( ), 1

, n n n
n n

d y x
y X

n n
ε

−

∈ < < .这样, ( ),D y x ε< . 

 (2) ⊂T G :对于 X 的每一基元
1 nn

U U
∞

=
= ∏ ,其中除去有限个 n值(不妨就设

为1, ,n⋯ )外 n nU X= ,我们作 ( ),B x ε 使得 ( ),B x Uε ⊂ . 

先取定一点 ( ) 1n n
x x U

∞

=
= ∈ , { }1, ,k n∀ ∈ ⋯ ,由于 kU 是开集,可以取 0 1kε< < ,

使得 ( ),
k

k k kd
B x Uε− ⊂ .这样,取 

 1min 0k
k n k

εε ≤ ≤
 = > 
 

 

则 ( ),DB x Uε ⊂ . 因 为 如 果 ( ),Dy B x ε∈ , 则 n∀ ∈ℕ ,
( ),n n nd y x

n
ε

−

< , 对 于

{ }1, ,k n∈ ⋯ ,
( ) ( ),

, ,k k k k
k k k k

d y x
d y x

k k

εε ε
−

−< < < , k ky U∈ ;而对其他的 k ∈ℕ ,显然

的有 k k ky X U∈ = ,从而 ( ) 1n n
y y U

∞

=
= ∈ .□
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结束语 

经过三个月的学习、研究、探讨,毕业论文初稿即定.在这说长也长,说短也

短的时间里,学习了不少新的东西,特别是参考文献[2],从中就选取笛卡尔积上

的拓扑学作为课题. 

首先感谢唐先华老师,因论文的形成和唐老师的悉心指导与用心鼓励是分不

开的.唐老师的和蔼可亲、学识渊博、治学严谨,给我留下了很深的印象,对我未

来的数学研究产生深刻的影响. 

其次感谢我的同学王小捷和谢乐.小捷同学出色的排版技术让本文增色不少,

如果没有他的帮助,论文的视觉效果将是非常不佳的.谢乐同学也给了我很大的

帮助,在某些关键问题上给予了相当好的提示,大三以来,一起学习新知识,一起

探讨问题,给予我各种鼓励. 

再次还应感谢我的同班同学,尤其是同寝同学,正是由于他们在大学四年里

的热情,我才有很好的环境使得能很好的成长,让我感受到班级的温暖,学习的激

情. 

最后感谢中南大学和所有教过我的老师,她们让我在这大学四年里如沐春风,

让我能更快更好的成长.
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