
不确定性的灰色系统描述 

灰色现象是当我们只知道系统的有关部分信息时，不能准确给定系统的状态属性值的现

象。 

对灰色现象的系统理论研究由我国华中科技大学教授 (原华中工学院)邓聚龙先生于

1982 年所开创。根据邓先生的定义，(当对于研究主体而言)，一个系统的部分信息已知部分

信息未知时，该系统就称为一个灰色系统。灰色系统是界于白色系统和黑色系统之间的一类

系统。虽然，不少灰色系统方法遭到了人们的严厉批评1 2，但是，灰色现象作为一种客观存

在仍然值得研究。 

1 灰色系统概念的定性描述 

一切研究以系统为对象，系统是有层次的，系统的最基本的不再划分的组成成分叫做系

统的基元，通俗叫要素。全系统的部分基元组成的一个研究对象叫做全系统的一个子系统。 

系统的属性是多种多样的，如果能确定系统某个属性的准确值，那么，对系统的这个属

性的了解就是白色的；如果对系统的某个属性的值完全不了解任何信息，那么，对系统的这

个属性的了解就是黑色的；如果，对系统的这个属性的值的范围有一定程度的了解，那么，

对系统的这个属性的了解就是灰色的。 

包含有系统某一或某些属性信息的载体称信息元。如，一个数学方程就是关于某个或某

类系统某种信息的一个信息元；一个声波振动或声音反映某个系统的某些属性信息，是一个

信息元；一块化石反映着远古时期某种生物的某些属性特征，故它是一个信息元；一幅图画

一个符号也是某种信息元。 

某系统的一个信息元 ，若对确定相应的系统属性值是充分的，则称为白色信息元，

或完全信息元；若 对确定相应的系统属性值完全没有作用，则称该信息元是黑色信息元

或零信息元，若把相应的系统属性值确定在某种范围内，则该信息元称为是灰信息元。 

kI

kI

对于一个对象系统，若存在至少一个具有灰信息元的基元，那么就称该系统对认识主体

是灰色的，简称灰系统。系统、子系统、基元都可能是灰系统。 

对于一个灰对象系统，至少有一个子系统是灰的，或至少有一个基元是灰的。描述灰系

统的基础是建立对灰属性的描述。灰基元至少有一个属性是灰色的。 

根据上述对灰概念的认识，可以发现，灰色不确定性可以将三种基本不确定性都包含在

内，是对一般不确定性的描述。近似不确定性相对于测量仪器的精度是一种轻度不确定性，

其不确定范围一般在半个精度单位之内。如，用通常的直尺测量 2000 年制壹角硬币的直径

是 1.85cm，直尺的精度是 1mm，那么，测量值的真值一般应在 1.825-1.875cm 之间，测量

误差为 0.5mm。显然这种不确定性可以归为灰色不确定性。 

模糊不确定性是由概念外延边界的不确定性产生的，当概念外边界不确定性在理论上不

                                                        
1朱宝璋. 关于灰色系统基本方法的研究和评论. 系统工程理论与实践， 1994，(4): 52-60. 
2方乐润. 关于灰色系统理论的若干问题. 黑龙江水专学报，1994，(1): 8-14. 



能消除时，模糊不确定性就不可避免。这里似乎不存在信息不完全的问题，但是，对于决策

者来讲，由于不能显然地决定一个评价对象的类型归属，就意味着他对把对象放在哪一类更

符合其价值需求存在信息不足的问题，这种信息不足在大多数情况下不值得花费成本进一步

搞清楚，所以，也是一种灰色不确定性。 

随机不确定性不是对属性值的边界给定一个双值估计，而是考察属性值的可能性分布，

是从一个特殊角度对不确定性特征的研究。如果存在一个确定的可能性分布对应关系，这种

不确定性就是一种随机不确定性。显然，在近似不确定性和模糊不确定性的描述中都可以出

现随机不确定性，如许多人用同一仪器对同一系统属性的测量值可能表现出一定的随机分布

律，隶属函数的确定中可能有随机因素，等等。 

2 灰色系统的定量描述 

根据对灰色系统的概念分析，对灰属性的描述是灰系统特征描述的基础。 

灰色不确定性作为对不确定性现象的最一般描述，它既没有精确度的概念，也没有隶属

度的概念，更没有可能性分布的概念。它对不确定性的描述是最粗糙的，即只能给出一个取

值范围，从而用一个区间来描述。对于用多维变量定义的系统属性，则是一个空间区域。因

此，邓聚龙教授选择用区间来表示一个灰数的取值，是找准了灰色不确定性的本义。 

1.灰数的定义与分类3 

定义 1 对于一个系统的属性 ，若确定了它在某时空点(一个场景)的取值在区间 a 内，

则称 为

A

a A的一个灰值，记作 ，而称a A  A在此场景的取值为灰数。 

根据区间的类型不同，灰值和灰数也有以下类型： 

(1) 全黑灰值：  ),( a

这表示对 的取值完全不了解，没有关于其大小的任何信息。在概率论中，虽然正态

分布变量的取值范围也是 ，但对 在每一个实数上的可能性大小有非常确切的了

解，因而是有信息的。如果只能得到一个灰数的一个全黑灰值，则称之为黑数。 

A

),(  A

(2) 半黑灰值： ),(  或 ),( p   qa a 

这表示可以得到 的一个下限值或一个上限值，这一点，在实际中经常遇到，如“至多”、

“至少”二词就是表示这一概念的。若只可以得到一个灰数的半黑灰值，则称它为半黑灰数。 

A

(3)标准灰值： ],[ a  

这表示 的取值在A  和  之间 )(   ，这是最普通的情况。若一个灰数的取值能确

定在一个有限的区间之内，则称之为标准灰数。 

a 也可以是开区间或半开区间。 

                                                        
3 邓聚龙教授给出了一套灰系统概念(邓聚龙. 灰色控制系统. 武汉：华中工学院出版社，第 3-26 页)，但给

人的感觉过于数学化、形式化和复杂化，其实，灰系统在运算操作上只是一种处理方法，并无特别的实质

规律。 



2.灰数的基本性质——可改进性 

灰数既然是由于信息缺乏造成的，那么，随着信息的补充，灰数的灰度就会减弱，即灰

不确定性是可以改进的，这在定量上表现为其灰值区间的缩小。设 是 初始时的一个灰

值，那么，当获取补充信息以后，对 取值的一个新估计 比 就小，即 。当然，

如果发生错误信息，情况就难以说清，有可能 ，还有可能  ，或者 与

有交叉但无包含。在我们的分析中，不考虑错误信息的情况。 
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3.灰数的四则运算 

灰数的运算实际是指其灰值的运算。设 A],[ 21  是 的灰值，A B],[ 21  是 B 的灰值。 

(1)灰数的加法 

],[],[],[ 22112121A   BAB  

(2)灰数的减法 

],[],[],[ 12212121A   BAB  

(3) 灰数的乘法 
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(4) 灰数的除法 

与普通的除法一样，零不能包含在除数的灰值中。 

1)若 ][0 21 4，则 
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2)若 ],0( B 或 )0,[B ，则有下表之规则： 

 ],0(   )0,[  

01   ),[ 1 
  ],( 1


  

02   ],( 2


  ),[ 2 

  

(5)灰数的乘法和除法的分配律 

                                                        
4 这个条件的思想是：除数的灰值是个闭区间，且零不在其中，避免了零作除数。在数学上，零不能作为

除数是因为任何数与零之积都是零，零作除数破坏了乘法运算的可逆性。在灰数除法中，零作除数使得计

算结果不确定。 
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(6)灰数的四则运算不可逆，即由 推不出 ，由

推不出 ，这是由不确定性本身造成的。对模糊数也是这样。 

CBA  BCA 

CBA  ACB 

(7)对于两个不同的灰数 ，即使其灰值区间相同，即为同一实数区间，它们的灰值

仍不能称为是相等的，从而 ， 。所以，不能离开灰数论灰值。 

BA,

A 0B 1 BA

表 1 灰数四则运算举例 

A  B  和 差 积 商 

[2,3] [1,8] [3,11] [-6,2] [2,24] [2/8,3] 

[-3,-2] [1,8] [-2,6] [-11,-3] [-24,-2] [-3,-2/8] 

[-3,0] [1,8] [-2,8] [-11,-1] [-24,0] [-3,0] 

[0,3] [1,8] [1,11] [-8,2] [0,24] [0,3] 

[-3,2] [1,8] [-2,10] [-11,1] [-24,16] [-3,2] 

[2,3] [-8,-1] [-6,2] [3,11] [-24,-2] [-3,-2/8] 

[-3,-2] [-8,-1] [-11,-3] [-2,6] [2,24] [2/8,3] 

[-3,0] [-8,-1] [-11,-1] [-2,8] [0,24] [0,3] 

[0,3] [-8,-1] [-8,-2] [1,11] [-24,0] [-3,0] 

[-3,2] [-8,-1] [-11,1] [-2,10] [-16,24] [-2,3] 

[2,3] [-8,0] [-6,3) (2,11] [-24,0) [-3/8,+∞) 

[-3,-2] [-8,0] [-11,-2) (-3,6] (0,24] [2/8,+∞) 

[-3,0] [-8,0] [-11,0) (-3,8] (0,24] [0,+∞) 

[0,3] [-8,0] [-8,3) (0,11] [-24,0) [-3/8,+∞) 

[-3,2] [-8,0] [-11,2) (-3,10] [-16,24] (-∞,+∞) 

[2,3] (0,8] (2,11] [-6,3) (0,24] [2/8, +∞) 

[-3,-2] (0,8] (-3,6] [-11,-2) [-24,0) (-∞,-2/8] 

[-3,0] (0,8] (-3,8] [-11,0) [-24,0) (-∞,0] 

[0,3] (0,8] (0,11] [-8,3) (0,24] [0,+ ∞) 

[-3,2] (0,8] (-3,10] [-11,2) [-24,16] (-∞,+∞) 

[2,3] [-8,1] [-6,4] [1,11] [-24,3] (-∞,+∞) 

[-3,-2] [-8,1] [-11,-1] [-4,6] [-3,24] (-∞,+∞) 

[-3,0] [-8,1] [-11,1] [-4,8] [-3,24] (-∞,+∞) 



[0,3] [-8,1] [-8,4] [-1,11] [-24,3] (-∞,+∞) 

[-3,2] [-8,1] [-11,3] [5,1] [-16,24] (-∞,+∞) 

[2, 3] [2, 3] [4, 6] [-1, 1] [4, 9] [2/3, 3/2] 

4.灰变量——动态灰系统 

系统总是处于运动变化之中，因而系统的属性值处于变化之中。对一个属性，当我们

考察它在时间中的动态特征时，称其为变量。若在一个变量的观测时间序列中存在至少一个

灰值，就称该变量为灰变量，具有灰变量的系统也就是动态灰系统。 

与灰数相比，灰变量是对系统属性的动态考察，灰数是对系统属性的静态考察。灰变

量和灰数都是指属性，灰值是一次具体的观测值，是灰变量和灰数的具体化5。 
有时要考察相同属性在不同系统中的不同取值，也可将此属性称为变量，当该变量有灰值时

也称为灰变量。 

                                                        
5 灰值、灰数与灰变量的关系，可以类比于观测值、随机事件和随机变量的关系。 
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