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第一部分量子力学提纲 

第一章量子力学的建立 

1-1 经典物理学遇到的困难 

   △ 黑体辐射 

    △ 线状光谱 

    △ 光电效应 

    △ 原子稳定性 

    △ 固体比热 

1-2 Planck 的黑体辐射理论——量子论的诞生 

    △ Rayleigh-Jeans 公式 

    △ Planck 公式   

1-3 Einstein 的光量子 光电效应 光的波粒二象性 

1-4 Bohr 的原子理论 

   △ 原子中能量量子化的直接验证——Franck-Hertz 实验 

1-5 Bohr-Sommerfeld 量子化条件 

   △ 角动量量子化 

    △ 氢原子——简并情况   

    △ Bohr-Sommerfeld 量子化条件的修正 

    △ 谐振子能级 

    △ 匀强磁场中运动的带电粒子的可能轨道 

附录：力学准备 Maupertuis 作用量（缩短了的（abbrebiated）作用量）  

1-6 de Broglie 的物质波理论 

   △ 氢原子 

    △ 无限深势阱 

    △ de Broglie 波与 Bohr-Sommerfeld 量子化条件 

    △ 物质波的实验验证——电子衍射实验 

    △ 探测原子核结构需要多高能量的电子——数量级估计    

1-7  量子力学的诞生——量子力学的三种等价描述 

   △ Heisenberg 的矩阵力学 

   △ Schrödinger 的波动力学 

   △ Feynman 的路径积分表述    

1-8  测不准原理与互补原理 

    △ 粒子位置和动量的测量 
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    △ 任意正则共轭变量对的测不准关系 

    △互补原理 

    △ 由测不准关系引发的哲学思考  

      第二章 Schrödinger 方程 

2-1 波函数  

   △ 粒子不是由波组成的 

    △ 波不是由粒子组成的 

    △ Born 的几率波 

    △ 波函数 

    △ 几率幅和几率 

    △ 波函数的归一化和相因子 

2-2 态的线性迭加原理 

2-3 波动方程 

   △ 力学量和算符 

    △ 非相对论波动方程 

    △ 多粒子体系的波动方程 

    △ 相对论波动方程 

    △ 必须是复数的波函数 

2-4 几率的定域守恒与几率流密度 

   △ 几率守恒与连续性方程 

    △ 定域守恒与流 

    △ 粒子数守恒的量子力学 

2-5 量子力学的经典极限 

   △ 测不准原理的经典极限 

    △ 正则量子化条件的经典极限 

    △ Schrödinger 方程的经典极限 

2-6 定态方程 

   △ 分离变量 

    △ 定态 

    △ 非定态随时间的演化 

第三章 一维问题 

3-1 一维定态问题的一般讨论  

   △ 一维定态方程 

    △ 简并 

    △ 宇称 

    △ 一维束缚态本征函数的节点 

3-2 一维无限深方势阱  
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  宇称 边条件 连续的波函数与不连续的波函数一阶导数 能级 波函数 几率密度 

3-3 一维对称有限深方势阱  

宇称 自然边条件 简化了的连续性条件 能级方程 图象法解能级方程 总有一个束缚

态      

    更一般的连续性条件 波函数 

3-4 δ势阱  

  宇称 不连续的波函数一阶导数 跃变条件 唯一的束缚态 归一化 特征长度 

3-5 一维线性谐振子  

     能级 波函数 宇称 节点 不对称的谐振子 几率密度 与经典谐振子的比较  

    △ 数学补充: Hermite 多项式 

        ☆ Hermite 方程的解--Hermite 多项式 

        ☆ Hermite 方程的解析表达式 

        ☆ Hermite 多项式的加权正交关系 

        ☆ 作为本征函数的 Hermite 多项式 

3-6 外场中的谐振子——精确解与微扰处理  

   △ 精确解 

       能级 波函数 

   △ 定态微扰论简引 

       能级的一级修正和二级修正 波函数的一级修正 

    △ 外场中的谐振子的微扰处理 

       能级 波函数 

3-7 非束缚态问题   

 束缚态与非束缚态 分立谱与连续谱 势垒与势阱 

   △ 势垒对粒子的散射 隧道效应  

         透射系数与反射系数  

    △ 粒子在方势阱上的散射  

         E>V0情况 E<V0情况 任意形状的势垒 Gamow 穿透因子 

    △ 折射率  

        光的情况 物质波的情况 

    △ 周期势场 能带（简引） 

第四章 态 力学量 表象 

4-1 态 态空间  

   △ 态 态矢量 态空间   

    △ Hilbert 空间 Dirac 符号 右矢  

      平方可积函数 Hilbert 空间 复线性矢量空间 Dirac 符号 右矢 

    △ 对偶空间 左矢 内积       

      对偶空间 左矢 共轭矢量 （不属于 Hilbert 空间的态矢） 内积 模 Schwarz

不等式 

    △ 无穷维的矢量空间  

       *  紧致性 完备性  

    △ 正交性       

        两矢量正交 正交集 正交完备集 一个恒等式 投影算符  

    △ 作为矢量空间基矢的正交归一完备集 
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    △ 连续谱的情况 

    △ 态矢的模——几率  

        紧致性 完备性  

4-2 力学量  算符  

     △ 力学量在态中的取值 

      经典情况 量子情况 平均值 

    △ 用算符表示的力学量 

     对用来表示力学量的算符的要求 算符 算符作用在右矢上 线性算符 期待值 

         期待值为正的算符：Hermite 算符 算符作用在左矢上 算符的 Hermite 伴 

Hermite 共轭 

       Hermite 共轭的各种性质  

    △ 算符的运算 

        相等 单位算符 加法 乘法 对易子（对易关系） 

    △ 算符的函数 

    △ 逆算符 

    △ 力学量的函数——经典与量子对应中的不确定性 

        Weyl 编序 曲线坐标中的量子化问题 

4-3 力学量的本征态  

   △ 本征值 本征矢 本征方程 

         偏差 方均偏差 方均偏差为零的态 本征方程 本征态 本征值 

   △ 分立谱 连续谱  

   △ Hermite 算符的本征值 

   △ Hermite 算符本征函数的正交性 

   △ 简并本征函数的正交化 Gram-Schmidt 正交化手续 

        简并 简并度 正交化 Gram-Schmidt 正交化手续      

   △ Hermite 算符（自伴算符）本征函数集的完备性 

  △ Feynman－Hellmann 定理 

4-4 测不准关系 力学量可同时测准的条件  

    △ 测不准关系  

   △ 最小测不准态 应用测不准关系做量级的估算 

        不同尺度系统的特征能量 无限深势阱 谐振子  

   △ 力学量可同时测准的条件  

4-5 共同本征函数 力学量完全集  

     △ 力学量的共同本征函数 

    △ 力学量完全集 

    △ 自由度 

    △ 共同的与不是共同的本征函数 

4-6 力学量随时间的演化 守恒律  

     △ 力学量随时间的变化 Heisenberg 方程 

        力学量期待值随时间的变化 力学量算符随时间的变化－Heisenberg 方程  

        经典 Poisson 括号与量子 Poisson 括号（对易括号）   

    △ 守恒量 运动积分 
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    △ 包含 Hamilton 量的力学量完全集 好量子数 

    △ 经典与量子中的守恒 

    △ Ehrenfest 定理 

    △ viral(均功 位力 维里)定理 

         viral 定理 相互作用势是 Euler 齐次函数的情况 谐振子 Coulomb 势 δ势  

4-7 表象  

     △ 表象 

    △ 表象的选取 Q 表象 态矢在表象中的表示 

    △ 态的矩阵表示 内积 归一化 

    △ 力学量算符在表象中的表示 

    △ Hermite 算符的矩阵表示——Hermite 矩阵 

    △ 算符在自身表象中的表示 

    △ 期待值（平均值） 

    △ Q 表象下的本征方程 

    △ Schrödinger 方程 

4-8 表象变换（幺正变换）  

     △ 保长度的变换 

    △ 幺正变换下的内积 

    △ 幺正变换下的算符 

    △ 幺正变换下的 Hermite 算符 

       保 Hermite 性 保本征值 保迹 保代数关系 

    △ 表象变换 

        波函数的变换 力学量矩阵的变换 

    △ 经典力学中的正则变换与量子力学中的幺正变换  

4-9 力学量算符及其本征值举例 

  4-9－1 坐标算符  

    △ 一维情况 

       坐标算符的本征方程 本征矢 本征值 坐标算符在坐标表象中的本征函数  

    △ 力学量完全集 

  4-9－2 动量算符  

    △ 动量表象中的动量算符 

          动量算符的本征方程 本征矢 本征值 动量算符在动量表象中的本征函数 

    △ 坐标表象中的动量算符及本征函数 

         动量算符在坐标表象中的表示 本征方程 动量算符在坐标表象中的本征函

数  

    △ δ－函数归一化  

    △ 箱归一化 周期性边条件 

    △ 力学量完全集 

  4-9－3 轨道角动量算符  

      △ 直角坐标下的角动量算符 

    △ 对易关系  

    △ 角动量的普遍定义 

    △ 球坐标下的角动量算符 
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    △ {L2,Lz}的共同本征函数 角量子数与磁量子数 简并度 

        本征方程 分离变量 缔合 Legendre 方程 球谐函数 归一化 量子数 简并度 

   △ 空间取向量子化  

    △ 力学量完全集  

4-10 表象变换举例 

  4-10－1 坐标表象与动量表象间的表象变换  

                         坐标表象下的波函数 动量表象下的

波函数 表象变换  

            （从坐标表象到动量表象的表象变换 Fourier 变换 平面波展开） 

  4-10－2 坐标表象与能量表象间的表象变换  

                         坐标表象下的波函数 能量表象下的

波函数 表象变换  

4-11 时间演化算符  

      △ 时间演化算符 

       幺正性 时间演化算符满足的方程 形式解  

    △ 态矢随时间的演化 

    △ 量子力学中的时间 

      

第五章    有心力场 

5-1 角动量守恒 力学量完全集  

   △ 经典与量子理论中的角动量守恒 

    △ 力学量完全集  

5-2 角向方程与径向方程 

        △ 角向方程及其解  

    △ 径向方程 

       R(r)的方程与 u(r)的方程 径向方程解的定性分析  

5-3 径向方程解的渐近行为 

        △ 长程力与短程力  

    △ V(r)=- α/rs 型势存在束缚态的条件        

    △ r→0 时的渐近行为 

    △ r→∞时的渐近行为 

       E<0 情况（束缚态）E>0 情况（非束缚态） 

5-4 两体问题 

     经典力学中对两体问题的处理 

    △ 两粒子系统的 Schrödinger 方程 

       质心系  坐标变换 折合质量 分离变量     

5-5 氢原子（类氢原子） 

     Coulomb 势 径向方程的无量纲化径向方程的渐近解 级数求解 氢原子能级 

    △ 本征值 
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       径向方程的渐近解 级数求解 氢原子能级         

    △ 本征函数  

       缔合 Laguerre 多项式 归一化 径向函数  

    △ 几率分布 

       径向几率分布 角向几率分布 

    △ 简并度 

    △ 宇称 

    △ 原子中的电流分布    

    △ 原子磁矩（轨道磁矩） 

    △ 关于氢原子的进一步理论（简介） 

5-6 无限深球方势阱 

    径向方程 径向函数 归一化 能级 

    △ 数学补充：球 Bessel 方程的解法 

    △ 补充：球方势阱中 s波（l=0）的解 

第六章    自旋 

6-1 自旋的引入 电子自旋  

   △ Stern-Gerlach 实验 

      磁矩与角动量 内禀角动量 

     

6-2 自旋态 自旋态空间 

        △ 自旋态 自旋态空间 

    △ 波函数 

     

6-3 自旋算符及其矩阵表示 自旋波函数 

        △ 自旋算符 

     △ Pauli 算符 

    △ 本征态 

    △ 力学量完全集 

    △ 自旋算符的矩阵表示 Pauli 矩阵 

    △ 自旋在任意方向上的投影 

    △ 自旋波函数 

       自旋在任意方向上的投影的本征函数 

 

6-4 自旋 1／2的粒子  

        △ 力学量完全集 

    △ 波函数 

    △ 与自旋有关的力学量 

        

6－5 角动量耦合  

        △ 问题的提出 

       磁矩间的作用 自旋轨道耦合 Coulomb 场中存在自旋轨道耦合情况下的守恒
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量  

       总角动量   

    △ 两个角动量耦合（算符关系） 

    △ 力学量完全集 

    △ 耦合表象和无耦合表象 

    △ 表象变换 Clebsch-Gordon 系数 

    △ 自旋－轨道耦合 

       在无耦合表象中处理 在耦合表象中处理 能级分裂 

第七章    定态微扰论 

7－1 本征方程的微扰展开 

7－2 非简并情况下的定态微扰论  

   △ 零级近似 

    △ 一级修正 

    △ 二级修正 

    △ 微扰处理适用条件  

      

7－3 简并情况下的定态微扰论 

          零级近似波函数 能量的一级修正 简并的解除－－完全解除和部分解

除  

     

7－4 氢原子的一级 Stark 效应   

          

7－5 变分法  

  7－5－1 变分原理 

  7－5－2 参数变分法 

  7－5－3 氦的基态（单参数试探波函数举例）  

        △ 数学补充：Legendre 多项式的母函数（生成函数）  

 

  第八章    跃迁与跃迁的微扰处理        

8－1 态的演化与跃迁几率  

   △ 态矢的演化 

    △ 跃迁几率 

    △ 匀强磁场中的电子 

8-2 含时问题的微扰处理 

        △ 态矢随时间的演化方程——Ho 表象下的 Schrödinger 方程 

    △ 演化方程的微扰展开 

     △ 零级近似 

    △ 一级近似        
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    △ 跃迁几率  

8-3 末态为（准）连续谱的跃迁  

        △ 连续谱的末态 

    △ 跃迁几率 末态状态数 态密度        

    △ 自由粒子的末态相空间体积元与态密度 

      

8-4 定常微扰下的跃迁 Fermi 黄金法则 

          

8-5 周期性微扰下的跃迁 

    △ 两个态之间的跃迁几率         

    △ 共振发射与共振吸收 

     △ 末态为连续谱的跃迁 能量和时间的测不准关系 

8-6 光的发射和吸收的半经典理论 

  8-6－1 光与原子的相互作用 

         受激辐射 吸收 自发辐射（真空涨落） 

      8-6－2 Einstein 的唯象理论 

        Einstein 系数   

      8-6－3 Einstein 系数  电偶极跃迁  

        △ 电偶极近似 

    △ 单色波情况 

    △ 非单色波情况 

    △ Einstein 系数  

    △ 自发辐射与受激辐射 

    △ 自发辐射强度 

    △ 激发态寿命 

    △ 激光（简介）  

 8-6－4 电偶极跃迁选择定则 

第九章    全同粒子 

9－1 全同粒子 

   △ 全同性（不可分辨） 

    △ 经典力学中的情况  

    △ 量子理论中的情况 交换作用   

9－2 交换对称性  

   △ 全同性原理 

    △ 置换算符 

    △ 交换两个全同粒子——对称与反对称的态矢 

    △ 自旋与统计 

    △ 不随时间变化的交换对称性 
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9－3 对称化与反对称化 

         构造对称化与反对称化态矢的原因 构造对称和反对称态矢： 两个粒子情

况 N 个粒子 

    的情况 

9－4 Pauli 原理  

   △ Pauli 原理 

    △ 原子结构 

    △ 原子核中中子的寿命      

9－5 两个电子的自旋函数  

   △ 两电子体系的波函数 

    △ 对称与反对称自旋波函数的构造 

    △ 自旋在对称及反对称态中的取值  

9－6 氦原子 

   △ H-氏量 

    △ 波函数 

    △ 基态能量的一级修正 

    △ 激发态能量的一级修正(简并情况) 

    △ 正氦与仲氦    

     

      

第十章    散射 

10－1 散射截面 

  △ 散射截面  

    △ 散射振幅（定态散射理论）  

    △ 量子理论中的情况 交换作用   

10－2 分波法（有心力势场中的散射） 

  10-2－1 力学量完全集 

         力学量完全集 平面波用 L2的本征函数集展开 

      10-2－2 相移 

  10－2－3 光学定理 

10－3 分波法作为近似方法    

10－4 Lippman-Schwinger 方程 

  △ Green 函数方法 

    △ 散射的积分方程——Lippman-Schwinger 方程 

    

10－5 Born 近似 

  10-5－1 Born－Dyson 展开 

      10-2－2 Born 近似 

   △ 一级近似  
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      △ 散射截面  

      △ 适用范围   

10－6 Born 近似举例
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第二部分 数学补充 

一 勒让德函数及正交多项式 

1. 勒让德函数的正交归一性质 

所谓正交就是内积为零，也就是一种广义的函数空间中“垂直”的概念。显然，如果某

类函数具有正交性，那么处理起来当然会方便些。尤其是在这组函数构成完备集的时候。我

们可以用它方便地展开任何一个函数。（注意完备并不一定需要正交归一，但正交归一的完备

集会方便） 

判断两个函数是否正交就要算它们的内积（函数就相当于函数空间中的矢量，内积就相

当于函数空间中的标积）。如何定义一个函数的内积呢？我们知道两个矢量的标积应是一个数，

那么两个变量 x的函数的内积当然就不应再是 x的函数了。如何使两个 x的函数变成不是 x的
函数呢？一个自然的做法就是做定积分。那么如何选取定积分的区间呢？最直接的取法当然

是自变量 x的定义域了。这样我们便定义函数的内积为： 


b

a

dxxgxf )()(   的定义域为xba ],[  

（更普遍的应加权 
b

a

dxxxgxf )()()(  ， )(x 为权重） 

下面我们来计算一下两个 Legendre函数 )(xPk 和 )(xPl 的内积。我们分两种情况讨论，

lk  和 lk  ： 

先确定积分限： 

Legendre函数的变量 cosx . 可见 ]1,1[x . 

现在便可计算内积。 

 

△正交性（ lk  ） 

我们要计算的是 


1

1
)()( dxxPxP lk       lk   

Legendre多项式是 Legendre方程的解。 

Legendre方程为  0])1[( 2 


 
dx

d
x

dx

d
 

则 Legendre多项式满足方程 

0)(]
)(

)1[( 2  xP
dx

xdP
x

dx

d
kk

k       )1(  kkk     （1） 

0)(]
)(

)1[( 2  xP
dx

xdP
x

dx

d
ll

l        )1(  lll      （2） 
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计算  
1

1
))2()1(( kl PPdx  

 0)(])1[(])1[(
1

1

1

1

22    lklk
l

k
k

l PPdx
dx

dP
x

dx

d
P

dx

dP
x

dx

d
dxP   

0)()])(1[(
1

1

21

1
   lklk

k
l

l
k PdxP

dx

dP
P

dx

dP
Px

dx

d
dx   

0)())(1(
1

1

1

1

2  


lklk
k

l
l

k PdxP
dx

dP
P

dx

dP
Px   

∵在 1x 时  0)1( 2  x  

∴ 0)(
1

1
  lklk PdxP  

∴ 0)()(
1

1
 xPxdxP lk  

即 Legendre多项式正交（内积为零）. 

△归一化（ lk  ） 

我们要计算的是： 

 


1

1

21

1
)]([)()( xPdxxPxdxP lll  

可以用归纳法，归纳出结果为： 

12

2
)]([

1

1

2


 l

xPdx l  

这个结论可用数学归纳法严格证明： 

1l 时： 

由Rodrigues公式： l
l

l

ll x
dx

d

l
xP )1(

!2

1
)( 2   

∴ xxP )(1  

∴
112

2

3

2
)]([

1

1

21

1

2
1 

  
xdxxPdx  

设 kl  时成立， 即 
12

2
)(

1

1

2


 k

xdxPk  

考虑 1 kl 时的情况： 

 

1

1

2
1dxPk                                  （思路：利用已证明的正交关系） 

 
1

1 11 kk PdxP  

由递推关系： )()1()()()12( 11 xPkxkPxxPk kkk     （注：证明见后面几节） 

∴ )]()()12[(
1

1
)( 11 xkPxxPk
k

xP kkk  


   代入 
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∴  

1

1 11 kk PdxP  

])12[(
1

1
111

1

1 



  kkkk PkPPxPkdx
k

 

    






1

1 11

1

1 1 1
][

1

12
kkkk PdxP

k

k
PxPdx

k

k
   由正交关系： 0

1

1 11   kk PdxP  

 



1

1 1 ][
1

12
kk PxPdx

k

k
 

再由递推关系： 21 )2()1()32(   kkk PkPkxPk   （想办法尽量去掉不易对付的 x，

将上一个递推关系中 1 kk ） 

∴ )(
32

2
)(

32

1
)( 21 xP

k

k
xP

k

k
xxP kkk  







   代入 

 
 1

1 1 ][
1

12
kk PxPdx

k

k
 

 










1

1 2 ]
32

2

32

1
[

1

12
kkkk PP

k

k
PP

k

k
dx

k

k
 

   













1

1 2

1

1

2

32

2

1

12

32

1

1

12
kkk PdxP

k

k

k

k
dxP

k

k

k

k
 （由正交关系： 0

1

1 2  kk PdxP ） 





1

1

2

32

12
kdxP

k

k
                         （由假设：

12

2
)(

1

1

2


 k

xdxPk  代入） 

12

2

32

12








kk

k
 

32

2



k

 

1)1(2

2




k
 

即 1 kl 时也成立 

∴原命题得证 

 

至此我们已经知道 Legendre多项式的平方在其变量 x定义域上的积分结果是一个常数。

很多情况下，我们希望将这一常数选为“1”（尤其是将 )(xPl 看作基矢的时候）。这一过程就

是所谓的归一化。这很容易做到。 

1

12

2

)(

12

2

)(

12

2
)(

1

1

1

1

2 










  

l

xP

l

xP
dx

k
xdxP kk

k  

定义：
12

2




l
Nl .   则有 1]

)(
[

1

1

2 
l

l

N

xP
dx  

lN 在这里便是 Legendre多项式中的归一化常数，也称模。 

将前面的结论总结起来，我们有： 
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 


1

1 12

2
)()( kllk k
xPxdxP   或 kl

l

l

k

k

N

xP

N

xP
dx  

1

1

)()(
 

可见集合 }
)(

{
k

k

N

xP
构成一个正交归一的函数集，以

k

k

N

xP )(
为基，我们便得到一个性质很不

错的函数空间。 

 

2. 勒让德多项式的完备性 

在三维空间中，我们可以通过引入一套完备的基矢的办法将任一矢量在这个空间中展开。

这套完备集的选法就是取三个互不同向的矢量即可。完备性保证了由该套基矢出发可展开任

何矢量，但却不一定方便。往往（但不是“总是”）我们希望选择一套正交且归一的完备基矢

来做这件事。前面已经证明了 Legendre多项式是正交归一的，下面来看看它是否完备。（注意：

完备是首要的，正交归一带来的只是方便。） 

这里我们要用到一个数学上的定理，这里只用它而不去证明它。 

定理：在区间 ],[ ba 上的连续函数可用多项式在此区间上一致逼近。 

即，任意连续函数 )(xf ， ],[ bax . 对任意的 0 ，存在与 x无关的

)(N ，使  |)()(| xfxf n .  Nn   

这里 )}({ xfn 是一个多项式序列。 

这就是说，对一个多项式序列。（如   n
nn xaxaxaaf 2

210 ）总可以通过将 n

取得足够大的方式使该序列与 )(xf 的取值足够接近（想想 xe 的Tayler展开的例子）。 

我们知道 Legendre多项式 )(xPl 是区间 ]1,1[ 内的多项式： 

1)(0 xP  

xxP )(1  

)13(
2

1
)( 2

2  xxP  

)35(
2

1
)( 3

3 xxxP   

)33035(
8

1
)( 24

4  xxxP  

)157063(
8

1
)( 35

5 xxxxP   

)5105315231(
16

1
)( 246

6  xxxxP  

)35315693429(
16

1
)( 357

7 xxxxxP   

sWeierstras
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 

因此， Legendre多项式必是完备的。 

前面已经证明 Legendre多项式 )(xPl 是正交的。因此 Legendre函数是一个正交的完备集！

（这一点理解起来并不困难。 },,,1{ 2 xx 是完备集（ sWeierstrar 定理），且 )(xPl 显然已经包

含 lx 项，自然也是完备集。） 而显然，








l

l

N

xP )(
是一正交归一的完备集。（ lN ：归一化常数，

模。） 

既然有了完备集，那么自然也就可以用它来展开各种函数了。 

 

我们有： 
























1

1

1100
0

)()(
2

12

)()()()(

xPxdxf
l

f

xPfxPfxPfxf

ll

l
ll

展开系数



对照： 






 

rea

ear

ii

ii




 

（ rei
  为内积） 

我们知道这里的 cosx ，所以上面展开式可以表示为： 



























0

0

sin)(cos)(
2

12

)(cos)(

dPf
l

f

Pff

ll

l
ll

展开系数：

 

注意：当变量是 而不是 cosx 时， Legendre函数是加权正交的。因此这里有权重因

子 sin 。 

 

3. 正交化、 },,,1{ 2 xx 的正交化归一—得到勒让德多项式的另一途径 

如果我们有一组函数的完备集 )}({ xfl ，但它并不正交，这有时会带来许多不便。那么能

不能将这个完备集构造成一个正交完备集呢？其实方法是很直接的。我们可以由 )}({ xfl 出发，

由 )(xfl 得各种线性组合构造一个新的函数集 )}({ xgk  

其中：

































2211

22212122

21211111

)()(

)()(

)()(

fafaxfaxg

fafaxfaxg

fafaxfaxg

kk
l

lklk

l
ll

l
ll

 

然后，我们要求 )}({ xgk 满足正交条件 
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0)()(  xgxdxg lk      )( lk      （普遍地也可加权） 

由此定出各系数： kla ，则得到一个正交完备集 )}({ xgk 。当然还可以再进行归一化。 

下面我们讨论完备集 },,,1{ 2 xx 的正交化。 

由 sWeierstrar 定理可以知道，集 },,,1{ 2 xx 在区间 ]1,1[ 上肯定是完备的。但是它显然不

是正交的（这一点可直接验证）。下面我们来进行正交归一化。 

首先：1与 x正交        （∵ 01
1

1
 xdx ） 

2x 与 1不正交     （∵ 01
1

1

2  xdx ） 

我们希望 }{ kg 中的第 k个函数 kg 是 k次多项式，且与所有小于序数 k的函数正交。（这个

要求使我们可以由 1g 开始一点儿点儿递推，而不必去解那个大方程组） 

∵1和 x正交，我们选 10 g ， xg 1 . 

设 1)( 21
2

2  axaxxg  尽管取 2x 得系数为 1就是了。 

我们要求： 

与 0g 正交  
1

1 02 0)()( xgxdxg   01)1(
1

1 21
2  axaxdx    ① 

与 1g 正交  
1

1 12 0)()( xgxdxg   0)1(
1

1 21
2  xaxaxdx    ② 

①  0
2

1

3

1
1

1
21

23 


xaaxx   02
3

2
2  a   

3

1
2 a  

②  0
2

1

3

1

4

1
1

1

2
2

3
1

4 


xaxax   0
3

2
1 a   01 a  

∴
3

1
)( 2

2  xxg  

现在得到的 0g 、 1g 、 2g 虽正交但不归一。还可将之归一化，由归一化条件： 

1)(
1

1

2

0

0  dx
N

g
   2

0

1

1
1 Ndx    20 N   1

2

1

0

0 
N

g
 

1)(
1

1

2

1

1  dx
N

g
   2

1
21

1
Nxdx    

3

2
1 N   x

N

g


2

3

1

1  

1)(
1

1

2

2

2  dx
N

g
   2

2
221

1
)

3

1
( Nxdx    

45

8
2 N   )

3

1
(

8

45 2

2

2  x
N

g
 

 
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一直做下去，可以得到所有的正交归一的函数
l

l

N

g
。从而得到一个正交归一的函数集 }{

l

l

N

g
。 

分析所的结果，我们可以发现： 

00
0

0

2

1

2

1
1

2

1
Pp

N

g
                     00 pP   

11
1

1

2

3

2

3

2

3
Ppx

N

g
                     11 pP   

22
2

2

2

2

5
)

2

3
(

2

5
)

3

1
(

2

3

2

5
Ppx

N

g
        22 2

3
pP   

                                     



 

 23

这里的新函数集 }{ lP 可由公式  l
l

l

ll x
dx

d

l
xP )1(

!2

1
)( 2   

给出。这正是Rodrigues公式。 )(xPl 就是 Legendre多项式！前面得到的正交归一

集 }
)(

{
l

l

N

xg
就是： 

)}(
2

12
{ xP

l
l


 

这正是将 Legendre多项式归一化后的结果。 

 

4. 勒让德多项式的母函数(生成函数、产生函数)——又一种得到勒让德多项式

的另一方式 

Legendre多项式是 Laplace方程的一种解。下面我们就从 Laplace方程解的

角度讨论这一问题。 

Legendre多项式是 Legendre在势场中引入的。我们来考虑静电势或引力势，

即
R

1
势。这个势是满足 Laplace方程的（平方反比场当然满足扩散方程这类方

程）. 

 

 

 

 

 

 

 

 

选择坐标系使场源处在 z轴上Q点，这样空间一点P与Q的距离R为： 

cos2|| 0
22

00 rrrrrrR  
        余弦定理 

cos2)(1
0

2

0
0 r

r

r

r
r       取 10 r （不取也可，分析略

复杂） 

2
1

cos21
0

rr
r




  

我们知道电势满足Poisson方程： 

Q
R

0r


O

P

z

x

y


r

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0

2


   

这是因为：   
0


 E


   而   E


 

而当场源是点电荷时电势为：
||

11

0rrR
 

 ，R为电荷到某空间点的距离。

这便是Gauss定理的内容。Gauss定理对所有平方反比型场成立。因此这个结论

其实也就是库仑定律或牛顿万有引力定律。（由于是点源，这也就是Green函数

（点源的响应，基本解））这就是说
R

1
 是Poisson方程的解。 

我们还知道，点源场具有球对称性。在球坐标中将Poisson（ Laplace）方程

分离变量后可得到的径向和角向的解： 

)()()(),()(   rRYrR  

而在我们的问题中，显然解是关于 z轴对称的，也就是说是轴对称的。这样解便

与角度无关。 

所得到的径向方程为： 

0)1()( 2  Rll
dr

dR
r

dr

d
 

这是个 Euler型的常微分方程，其解为： 

1

1
)( 

ll
l

l r
BrArR  

角向解 )( 满足缔合（连带） Legendre方程： 

0]
1

)1([])1[(
2

2
2 







x

m
ll

dx

d
x

dx

d
 

其中m是 )( 所满足的方程： 0
2

2

 
d
d

的本征值 2m  ( ,2,1,0m ) 

由于在我们的问题中解与无关，所以 0m 即满足 Legendre方程： 

0)1(])1[( 2 


 ll
dx

d
x

dx

d
 

这个方程的解就是 Legendre多项式： )(coslP 。 

因此轴对称的球坐标下的 Laplace方程的解为： 



 

 25

  
点）方程，除去方程的解（点源的同为 OPossionLaplace

l
lll

l
l P

r
BrA

R 





0
1

)(cos)
1

(
1   

即各种特解的线性迭加。 

我们有一个自然边条件就是： 0R 时，有限。这个条件显然要求 0lB ，

否则解发散，这样有： 







0

)(cos
1

l
l

l
l PrA

R
  

这实质上就是将方程的解
R

1
用完备集展开。展开系数 lA 可由前面讲过的标

准方法计算。不过这里有个简单的方法。反正 lA 要对所用情况成立。我们不妨

选取一种简单的特殊的情况 0 。此时有：
rR 


1

11
 和 










00

)1(
l

l
l

l
l

l
l rAPrA       

1)1( lP  

即： 





 01

1

l

l
l rAr

 

可将
r1

1
做Taylor展开 

 
 





l

l

l rrrr
r

2

0

1
1

1
 

∴ 









00 l

l
l

l

l rAr  

这个等式对任意 r值成立，所以有： 1lA  

所有： 








0

2
)(cos

cos21

11

l
l

l Pr
rrR




 

可见 Legendre多项式 )(xP 实际上是函数
221

1

rrx 
的展开系数： 







 0

2
)(

21

1

l

l
l rxP

rrx
 

这就是说知道了函数
221

1

rrx 
，也就知道了 Legendre多项式。（这种展
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开是直接的）因此称
221

1

rrx 
为 Legendre函数的母函数（生成函数、产生函

数）。这种引入母函数的思想是非常重要和本质的。它相当于将一些复杂的多项

式（ Legendre多项式就是如此）放入一个袋子中。由母函数出发可以很容易地得

到许多重要结果。下面就来看看如何从母函数得到 Legendre多项式的递推关系。 

5. 勒让德多项式的几个递推关系 

由母函数的思想出发： 







 0

2
)(

21

1

l

l
l rxP

rxr
                                   （Δ） 

Ⅰ.两边对 r求导： 










0

1
2/32

)(
)21( l

l
l xPlr

rxr

rx
 

两边同乘 )21( 2rrx  ，得： 














0

12

)(

2
)()21(

21

1
)(

l
l

l xPlrrrx
rxr

rx


式可得由

 












0

12

0

)()21()()(
l

l
l

l

l
l xPlrrrxrxPrx  

∴ 









 
0

11

0

1 ))()(2)(())()((
l

l
l

l
l

l
l

l

l
l

l
l xPlrxxPlrxPlrrxPrxxP  


























0

1

00

1

0

1

0

2
l

l
l

l
l

l

l
l

l

l

l
l

l

l
l PlrxPlrPlrrPrxP  

即

)2())1(()()( 1
11

1   


 l
l

l
l

l
ll

l
l

l
l

l xPlrPrlPlrrPrPrxP

 

))1(( 1
1   
 l

l
l

l PlrPrl  

比较 lr 的系数有： 

111 )1(2)1(   lllll PlxlPPlPxP  

整理得： 

0)()()12()()1( 11   xlPxxPlxPl lll               
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（Ⅰ） 

Ⅱ.（Δ）式两边对 x求导 







 0

2/32

)(

)21( l

ll r
dx

xdP

rxr

r
 

两边同乘 )21( 2rrx  ，得： 







 0

2

2

)(
)21(

21

1

l

ll r
dx

xdP
rrx

rxr
r  

由（Δ）式可得： 











0

2

0

)(
)21()(
l

ll

l

l
l r

dx

xdP
rrxrxPr  

比较两边 1lr 的系数有： 

11 2   llll PPxPP              ( l
l P

dx

dP  , 1l )         

(*) 

对（Ⅰ）两边求导，再用（*）式消去 1lP 得： 

)()1()()(1 xPlxPxxP lll                

（Ⅱ） 

Ⅲ.在（*）（Ⅱ）式中消去 )(1 xPl 得： 

)()()( 1 xlPxPxPx lll                 

（Ⅲ） 

Ⅳ. 在（Ⅱ）（Ⅲ）中消去 )(xPl 得： 

)()12()()( 11 xPlxPxP lll                 

（Ⅳ） 

Ⅴ.将（Ⅱ）中 l换成 1l ，利用（Ⅲ）式消去 )(1 xPl 得 

)()()()1( 1
2 xlPxlxPxPx lll                

（Ⅴ） 

以上的递推关系都是从母函数出发得到，可见母函数的重要性。 

这些递推关系用的时候可去查表，做积分时可用它们将积分改成能利用

Legendre多项式正交归一关系的形式 
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6. 连带（缔合）勒让德多项式 

在球坐标系 ),,( r 下将 Laplace方程分离变量得到的分量的方程为： 

0)()
1

(]
)(

)1[(
2

2
2 





 x

x

m

dx

xd
x

dx

d   （ )()()(   rR ， cosx ） 

这个方程的解 )(cos)(  x 其实是与分量的解 )( 有关的。因为这个方程中

包含了 )( 方程的本征值m。即此时得到的解 )(cos 将与有关。但在轴（极

轴）对称的情况下（仍在球坐标下）解 ),,(  r 将会与无关，即 ),(),,(  rr  。

这样 )(cos 自然也与m无关了。即轴对称下 0m 。 0m 时，我们得到的

)(cos 的方程便是 Legendre方程。而 0m 时的方程便称为连带（缔合）

Legendre多项式，而 0m 时的方程便称为连带（缔合）Legendre方程。这里我

们只讨论 )1(  ll 的情况。此时可将方程写为： 

0)(]
1

)1([)(])1[(
2

2
2 


 x

x

m
llx

dx

d
x

dx

d
                 （Δ） 

的形式。（显见 ]
1

)1([
2

2

x

m
ll


 其实就是算子 ])1[( 2

dx

d
x

dx

d
 的本征值，而 )(x 是

该算子的本征函数。）这个方程原则上当然仍可用级数解求解，但我们有更方便

的办法。 

做代换： 

)()1( 22 xyx
m

               

（☆） 

代回方程（Δ）中： 

yxmx
dx

dy
x

dx

d mm
1

2222 )1()1(





 

ym
x

xmm
x

dx

dy
xmx

dx

yd
x

dx

d mmm

]
1

)2(
[)1()1(2)1(

2

21
22

1
22

2

2
22

2

2






 

 

代回方程 

0]
1

)1([2)1(
2

2

2

2
2 










x

m
ll

dx

d
x

dx

d
x  
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便将 )(x 的方程变成了 )(xy 的方程 

0)]1()1([)1(2)1(
2

2
2  ymmll

dx

dy
xm

dx

yd
x             （*） 

问题转化成了解这个方程。这个方程可用级数法解，但可以看出这个方程实

际上就是对 Legendre方程求m阶导数所得到的方程。 

Legendre方程： 0)1(2)1( )1()2(2  lll PllxPPx       （
)(m

lm
l

m

P
dx

Pd
 ） 

对 x求导得： 

0)1(22)1(2 )1()2()1()3(2)2(  lllll PllxPPPxxP  

∴ 0]2)1([4)1( )1()2()3(2  lll PllxPPx  

再求导： 

0]2)1([442)1( )2()3()2()3()4(2  lllll PllxPPxPPx  

∴ 0]6)1([6)1( )2()3()4(2  lll PllxPPx  

 

一直求到m阶导数： 

0)]1()1([)1(2)1( )()1()2(2   m
l

m
l

m
l PmmllxPmPx  

与 y所满足的（*）式相比较可知： 

)()()( )( xP
dx

d
xPxy lm

m
m

l   

这样由（☆）式便可知连带 Legendre方程的解为： 

)()1()()1( )(2222 xPxxyx m
l

mm

  

定义： )()1()( )(22)( xPxxP m
l

m
m

l   

因为 )(xPl 是 l阶行列式，所以只能求导到 l阶，即 lm  时， 0)()( xP m
l  

又∵ 0m 时， )()()0( xPxP ll   

∴ lm ,,2,1,0   

ΔRodrigues公式 
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我们关于连带 Legendre方程的解是由其与 Legendre多项式的关系给出的。

因此很容易由 Legendre多项式的微分表达式给出连带 Legendre多项式的微分表

达式。 

∵ l
l

l

ll x
dx

d

l
xP )1(

!2

1
)( 2   

∴ )()1()( )(22)( xPxxP m
l

m
m

l   

)()1( 22 xP
dx

d
x lm

mm

  

l
ml

ml

l

m

x
dx

d

l
x )1(

!2

1
)1( 222  



 

这样就得到了连带 Legendre多项式的的Rodrigues公式： 

l
ml

ml

l

m

m
l x

dx

d

l

x
xP )1(

!2

)1(
)( 2

22
)( 


 



 

 

7. 正交、归一、完备的连带勒让得多项式 

Legendre多项式是正交、归一、完备的。显然连带 Legendre多项式也会这

样（注意：这里的归一是指可归到一个常数，不一定就是 1。） 

 

Δ正交性 

连带 Legendre多项式的正交性是不必再次证明的。它是 LiouvilleSturm  问

题的特例。在讨论 LiouvilleSturm  问题时我们已经证明 LiouvilleSturm  型方程

的本征值是正交的。所以连带 Legendre多项式肯定是正交的。 

 
1

1
0)()( xPxdxP m

l
m
k     )( lk                m相同 

0sin)(cos)(cos
0




 dPP m
l

m
k              )( lk   

Δ归一化 

不同的函数其归一化常数也不同。我们来计算连带 Legendre多项式的归一化

常数（模）。 


1

1
)()( xPxdxP m

l
m
l                                      由Rodrigues公式 
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2221

122
])1([)1(

)!(2

1 l
lm

lm
m

l
x

dx

d
xdx

l
 



  

])1(][)1()1[(
)!(2

1 2221

122
l

lm

lm
l

lm

lm
m

l
x

dx

d
x

dx

d
xdx

l
 







    凑出一个分部积分 

 













1

1

2
1

1

22

1

1

222
22

)(])1([
)!(2

1
]})1()1][()1({[

)!(2

1
dxxf

dx

d
x

dx

d

l
x

dx

d
xx

dx

d

l
l

lm

lm

l
l

lm

lm
ml

lm

lm

l

其中： 

0]})1()1][()1({[
1

1

222 









l

lm

lm
ml

lm

lm

x
dx

d
xx

dx

d
 

l
lm

lm
m x
dx

d
xxf )1()1()( 22  



 

∴ 
1

1
)()( xPxdxP m

l
m
l  

)(])1([
)!(2

1 2
1

1
1

122
xf

dx

d
x

dx

d
dx

l
l

lm

lm

l
 



       这里 0)1(
1

1

2 


l
k

k

x
dx

d
 )( lk   

   分部积分 lm  次 

)(])1[(
)!(2

)1( 21

122
xf

dx

d
xdx

l

lm
l

l

lm 








       其 中 ：

])1()1[()( 22 l
lm

lm
m

lm

lmlm

x
dx

d
x

dx

d
xf

dx

d
 







 

在计算这个结果之前先分析一下。 

)(xf 的最高方次项是 lml
lm

lm
mm xx
dx

d
x 





 ~)1( 22 ，也就是说 )(xf
dx

d lm

的结果

中只有这最高次项能够保留下来，其他项都将是零。 

∴ ])1[()( 22 l
lm

lm
mm

lm

lmlm

x
dx

d
x

dx

d
xf

dx

d








  

])1)(2()12(2)1[( 2 mlmm
lm

lm

xmllllx
dx

d 




   

])1)(2()12(2)1[( mlm
lm

lm

xmllll
dx

d 




   

lm
lm

lm
m x

dx

d

ml

l 







)!(

)!2(
)1(  
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)!(

)!()!2(
)1(

ml

mllm




  

∴ lm
l

lm
m
l

m
l xdx

ml

mll

l
xPxdxP )1(

)!(

)!()!2(
)1(

)!(2

)1(
)()( 21

122

1

1








  




 

其 中 ：

)12()!2(

)!(2
)1()1(

212
21

1 




 ll

l
xdx

l
ll  

这样便有
12

2

)!(

)!(
)]([

21

1 


 lml

ml
xPdx m

l ，归一化因子: 
12

2

)!(

)!(





lml

ml
N m
l  

∴ 1]
)(

[
2

1

1
 m

l

m
l

N

xP
dx  

将正交归一化关系总结在一起有： lk
m
k

m
l lml

ml
xPxdxP 

12

2

)!(

)!(
)()(

1

1 


  

Δ完备性 

由 sWeierstrar 定理可以知道连带 Legendre多项式是完备的。因为连带

Legendre多项式是多项式，自然可以用它展开任意函数。 







0

)()(
l

m
ll xPfxf      



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1
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dxxPxf
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mll
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ll  

或 





0

)(cos)(
l

m
ll Pff       







0
sin)(cos)(

)!(

)!(

2

12
dPf

ml

mll
f m

ll  

 

8. 连带勒让得多项式的递推关系 

由连带 Legendre多项式与 Legendre多项式间的关系，以及 Legendre多项式

的母函数出发可以得到连带 Legendre多项式的各种递推关系。 

m
l

m
l

m
l PmlPmlxPl 11 )1()()12(    

1
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1
1
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2 )1)(12( 
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  m
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m
l

m
l PPPxl  

1
1

1
1

2

1
2 )1)(2()1)(()1)(12( 




  m
l

m
l

m
l PmlmlPmlmlPxl  

m
l

m
l

m
l PmllPmll
dx

dP
xl 11

2 )1())(1()1)(12(    
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（推导参考梁昆淼 351P ） 

 

9. 球谐函数 

在 Laplace方程的球Dirichlet问题中（即第一边值问题 fu 


，第二边值问

题 g
n

u







，第三边值问题 hu
n

u







)(  ），通过分离变量可得到径向和角向

两个方程： 










),,(

02

zyxfu

u

球面

 

在球坐标下分离变量： 

),()(),,(  YrRru   

)()()(   rR  

其中 )()(),(  Y 称为球谐函数。 

),( Y 满足的方程为： 0
sin

1

sin

cos
2

2

22

2













Y
YYY 





 

进一步分离变量知 )( 满足连带 Legendre方程，其解为连带 Legendre多项

式： 

)()( xPml   

)( 满足的方程为：  0
2

2

 
d
d

 

其解为：  ime )(     )( 2m  

这里我们选用了一个复数 ime 来表示这个方程的解，其虚部和实部也分别是

这个方程的解（这一点是很自然的，因为一个复函数的虚部和实部是彼此独立的。

一个复函数满足方程，则其虚部实部就必须分别满足这个方程。） 

 mimeim sincos   

这样球谐函数可表示为： 

 imm
l

m
l ePY )(cos),(       ,2,1,0( l ， ),,2,1,0 lm    

可见对给定的 l值共有 12 l 个独立的球谐函数。 

Δ正交性 
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我们有 

0sin)(cos)(cos)()(
0

1

1
 


 dPPxPxdxP n

l
m
k

n
k

m
l  


 inim eed *)(

2

0  


 inim eed 

2

0
 


 )(2

0

mnied   

])sin()[cos(
2

0



mnimnd                     )( 时mn   

0  

（这个结果也可由 nsin ， mcos 的正交性知道） 

这样自然有： 

 ddYY n
k

m
l sin),(*)],([   


 inimn

k
m
l eeddPP *)(sin)(cos)(cos

2

00   

0  

可见球谐函数是正交的。 

Δ归一化 

计算球谐函数的归一化可直接利用前面已得到的各种结果。 

 ddYY m
k

m
l sin)],([*)],([   


 imimm

k
m
l eeddxxPxP *)()()(

2

0

1

1   

2
12

2

)!(

)!(






lml

ml
 

)!(

)!(

12

4

ml

ml

l 






 

可见其归一化系数（模）为：
)!(

)!(

12

4

ml

ml

l
N m
l 







 

这样有： 1
),(

2

  d
N

Y
m
l

m
l 

 

正交归一关系可总结为： mnlkn
k

n
k

m
l

m
l d

N

Y

N

Y



 

),(
*]

),(
[  

Δ完备性 

连带 Legendre多项式和 ime 都是完备的。自然球谐函数 ),( m
lY 也是完备的。
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任意函数可用球谐函数展开。 











0

)(cos),(
l

imm
l

l

l

m
l ePff   

系数： 





dd
N

Y
f

ml

mll

ml

mll
f

m
l

m
lm

l sin*]
),(

)[,(
)!(

)!(

4

12

)!(

)!(

4

12
 








归一化函数
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二 Hermite 多项式 

求解方程： 

 0)1(2
2

2

 H
d

dH

d

Hd 





 

这个方程没有奇点，可以在 0 的邻域将 H )( 展开求 Taylor 级数解： 

 H )( ＝ v

v
va 



0

 

将这个级数代入方程，其中各项为： 

 2

0
2

2

)1( 




  v

v
v vva

d

Hd 


    令 'v ＝ 2v   2' vv  

 = '

2'
2' )1')(2'( v

v
v vva 




   ' 2, ' 1     的这两项为 0 

 ＝ '

0'
2' )1')(2'( v

v
v vva 




   

＝ v

v
v vva )1)(2(

0
2 




  

 v

v
vvad

dH 
 






0

 

代入原方程： 

 v

v
v vva )1)(2(

0
2 




 － v

v
vva 



0

2 + v

v
va  






0

)1( ＝0 

 0)]12()1)(2([
0

2 





v
v

v
v vavva   

这里要求 取任何值时求和都为 0。因此只能是 

 )12()1)(2(2  vavva vv ＝0 

得 2va ＝ vavv

v

)1)(2(

12


 

 

有了这个递推关系在知道 0a 和 1a 后便可得到全部系数了， 0a 和 1a 由波函数的标

准条件确定 

敛散性： 
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当 v 时 

 
vvv

v

a

a v

v

v 2

)1)(2(

122  



  
 

考察该级数的敛散性，将它与
2e 函数的级数相比较，

2e 的级数展开为 

2
2

2

0

1
( )! ( 1)!
2 2

v v
v

v
v

e b
v v

   




      


   

这个级数的高次项系数的比值为： 

vvv

v

v

v

b

b
v

v

v 2

1
2

1

)!1
2

(

)!
2

(

)!
2

/(1

)!1
2

/(1
2  








 

  

我们可以看到
v

v

a

a 2 与
v

v

b

b 2 在高次项上的行为是一样的，这意味着 )(H 与
2e 的发

散速度是一样快的，而肯定比波函数 2)(~





 eH 中的 2



e 的发散速度快，因此

不能将 )(H 取成无穷级数而必须在某个 v值上截断。我们取这个截断的 v值为

nv   ，这样截断后有 0nva  

2

2 1
0

( 2)( 1)n n

n
a a

v v




 
 

 
截断  

012  n  

12  n         ,2,1,0n  

（需要注意的是，由于递推关系是 va 和 2va 之间的，所以有两个待定常数 0a ， 1a  。

0a 和 1a 和引领一个级数系列。 0a 引领偶数项； 1a 引领奇数项） 

这样得到的多项式 ( )nH  即为 Hermite 多项式 

( )nH  满足方程： 022
2

2

 n
nn nH

d

dH

d

Hd





  

前面我们得到了 Hermite 多项式的级数形式。为了使用方便我们给出

Hermite 多项式的各种表示形式。 
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    Hermite 多项式的解析多表达式 

    这里给出 Hermite 多项式的一个位分表达式： 

    取函数： 

2 eu  

这个函数的 n阶导数
n

n

d

ud


一定是个复杂得多项式，我们把它泛泛的表示成： 

2

)ln()1( 


 e
d

ud n
n

n

    (*) 

取这种形式是因为每次求导肯定要出一个 ( 1) 因子，而指数
2e 在找任意阶

导数后总会保留下来。 

为了凑 Hermite 方程的形式我们对
n

n

d

ud


求二阶导数： 

 

 

 

2 2 1

2 2 2

1

1

1

1

2

2 2

2

       

2 1 2

n n n

n n n n

n n

n

n

n

n n

n n

d d u d u d
u

d d d d

d d d du
u u

d d d d

d d du
u

d d d

d u d u
n

d d


   

 
   


  

 

 

  









 
   

 
   

      
   

 
   

 

   

 逐次求导

              

    整理得： 

  0122
2

2



























n

n

n

n

n

n

d

ud
n

d

ud

d

d

d

ud

d

d


                 （☆） 

    将（*）是代入得： 

    022
2

2

 n
nn nf
d

df

d

fd





 

    这正是 Hermite 方程。可见 

        nn hf   

    这样就有： 

   2 2

1
n

n

nn

d
e H e

d
 


    
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    22

1 


  e
d

d
eH n

n
n

n  

这就是 Hermite 多项式的一个微分表达式。 

    递推关系 

    利用前面结果。 

函数
2 eu  

由（☆）知满足关系： 

0)1(22
1

1

2

2

 







n

n

n

n

n

n

d

ud
n

d

ud

d

ud





 

    两边同乘   2

1 en  

       0112121
222

1

1

2

2

 







n

n
n

n

n
n

n

n
n

d

ud
en

d

ud
e

d

ud
e





  

        0112121
222

1

2

2
2 



































n

n
n

n

n
n

n

n
n

d

ud
en

d

ud
e

d

ud
e





  

    由     22

1 


  e

d

d
eH

n

n
n

n  

        0122 12    nnn HnHH  

        022 11    nnn nHHH  

    这是一个 Hermite 多项式的递推关系 

    也可利用 Hermite 多项式的母函数得到的递推关系（前面的微分表达式也可

由母函数得出） 

    Hermite 多项式的母函数为： 

       n

n

nSss S
n

H
eeSG 





 
0

2

!
,

222    

对求导： 

    1

0

2 2
!

,22
2 





 

 n

n

nSS S
n

H
SSGSe

G 


  

 



 d

dH

n

SG n

n

n










0 !
     nH 中只有，偏导数写成全导数，两数中 ns 的系数应

该相等有： 
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   



12  n
n nH
d

dH
 

    前面的那个递推关系也可利用母函数求出，对 S求导: 

          n
n

n

SS SH
n

S
SGSeS

S

G   




 





0

2

!

2
,2222
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   













1

11

0 !! n

nnn

n

n nS
n

H
nS

n

H

S

G 
     00项为n  

    
 

 
  n

n

nn

n

n S
n

H
S

n

H 













0

11

1 !!1


 

    比较两边 nS 项的系数有： 

      022 11    nnn nHHH  

    这就是前面的那个递推关系。 

    Hermite多项式不是直接正交而是加权正交。正交关系就是考虑     nm HH

的内积情况： 

    n

n

nSS S
n

H
eSG 





 
0

2

!
,

2    

    m
m

mtt t
m

H
etG 





 
0

2

!
,

2    

         2222 22,,    sttSstSt eeetGsG  

        nm

n
m

nm St
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HH
tGsG 








0
0 !!

,,
  

      nm

n
m

nmsttS St
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HH
ee 






 

0
0

2

!!

22   

两边同乘
2e 并积分 




d  

  








  dxeedee xtSSttS 22 22   

                tse2         泰勒展开 

                
 






0 !

2

n

n

n

ts  
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    

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   





















   deHH
mn

st

mn

St
n nm

n

nm

m
mn

n

nm
n

m

2

0000 !!!!
!2  

    对比得： 

    mn
n

nm ndeHH   !2
2






  

这就是 Hermite 多项式的加权正交关系。 

作为本征函数的 Hermite 多项式 

    Hermite 多项式满足的方程为： 

022
2

2

 nnn nHH
d

d
H

d

d





 

    可见 nH 是算符 




 d

d

d

d
A 2

2

2^

  

的本征函数： nn nHHA 2
^

  

本征值是 n2  
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第三部分 阅读材料 

 

 

 

这部分内容由于课时原因我们在课上略讲或不讲，但我很希望大家看看。
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第三部分 阅读材料 

一 Gram－Schmidt 正交化手续 

正交化的方式不止一种。这里我们来介绍一种 Gram-Schimdt 正交化手续这

个手续将给出一组正交化归一矢量。 

    取 il ， Ni 2,1 为一组线性无关但不正交但不正交的态矢。我们将它正

交化，设正交化后的矢量组为 j Nj 2,1 。 

    这个正交化手续是一种递推式的： 

    取
11

1
1

ll

l
      这里的因子

11

1

ll
是为了归一化，然后取一个矢量

让它正交于 1  

12122  Cl   

要求 2 与 1 正交解出系数 21C ，即 021   

11212121  Cl   （其中 021  符合正交要求 

        2121 Cl    

2121 lC   

这时的 2 不一定归一，将它归一化 

    
22

1212

22

1212

22

2
2














llCl 



 （全都已知）. 

    同样的方法构成后面的正交态矢。 

    11.332211  jjjjjjjj CCCCl    

         





1

1

j

k
kjkj Cl   

    要求 i 与 1 ， 12 j  这些态正交，即 0ii     10  ji 。 

      





1

1

0
j

k
kjkjiji Cl   

               





1

1

j

k
kijkji Cl    （ ikki   ） 
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                Cjil ji    

    jiji lC   

    将 j 在归一化有： 

    

ij

j

k
kjkj

ij

j

k
kjkj

j

llCl

























1

1

1

1 。 
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二 用 Bohr-Sommerfeld 条件处理氢原子——简并情况 

前面我们已应用 Bohr 的量子化条件求出了氢原子的能级。（注意：Bohr 的

量子化条件只是 Bohr-Sommerfeld 量子化条件的一个特例）但那只是针对圆周运

动处理的。其实我们知道在这种平方反比例作用下的运动完全可以有椭圆轨道。

Sommerfeld 考虑了这种情况。 

对椭圆轨道的情况来说，电子的径矢不再像圆周运动中那样是常数，我们选

择径矢 r和径向动量 rp 这组正则共轭变量对。这样我们可以算一下相应的作用量

（径向作用量） 

 drpJ rr  

先求 rp  

利用有心力场中角动量守恒的条件可以将系统总能量表示为： 

原子序数:
2

1 2
2 Z

r

Ze
mvE s  

r

Ze

mr

L

m

p sr
2

2

22

22



离心势能

 

这里E、 L均为常数，由此可解出 rp  

)
2

(2
2

22

mr

L

r

Ze
Emp s

r   

2

22

)(2
r

L

r

Ze
Em s   

由此可以计算作用量： 

 drpJ rr  

  dr
r

L

r

Ze
Em s

2

22

)(2  

dr
r

L

r

Ze
Em

r

r

s  max

min
2

22

)(22  

这里的 maxr 和 minr 由条件 

0)(  rmpr  确定 

由 0)(2
2

22


r

L

r

Ze
Em s  
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解得： 

)2(
2

1 42
2

2
max ss eZ

m

L
EZe

E
r   

)2(
2

1 42
2

2
min ss eZ

m

L
EZe

E
r   

（注意： 0E 为束缚态。） 

这个积分求出得： 

E

m
ZeLJ r 2

22 2


   

由此可以解出E  

2

42

)
2

(2 L
J

eZm
E

r

s






 

我们由量子化条件知： 

径向量子数整数:sshJ r   

由 Bohr 量子化条件知： 

lL   

22

42

)(

1

2 sl

eZm
E s





 

一般我们取 sln  . 称为主量子数。 

由这个结果可以看到：n确定，则能量E也确定。但在能量E确定的前提下

仍有许多不同的态，分别对应 l、 s的各种取值。同一能级对应不同的态我们称

之为简并。在半经典的物理图像上就是这些能量相同的轨道对应偏心率不同的几

个椭圆轨道。（图略） 

通过 Bohr-Sommerfeld 量子化条件我们考虑了简并的情况。 
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三 折射率 

    在光学中我们知道，光入射到介质表面会发生两种过程：一种过程光没有通

过介质表面，发生反射；另一种过程光穿过介质表面进入介质。这种投射由于光

在不垂直于介质表面入射时其路径会发生偏折而称为折射。事实上所有波入射介

质的过程都可用反射和折射来描述。粒子穿势垒的过程本质上就是物质波入射介

质的过程。同样的我们也可像描述折射那样描写这一过程。 

    下面我们给出介质中波方程与 Schrödinger 方程的对比介质中的波所满足

的方程为 

    0,
1

,
2

2

2
2 




 tx
tv

tx 
 

其中 v是波速 

分离变量分出时间因子 

    iwtextx    ,  

    得到空间部分满足的方程： 

    0
2

2
2  x

v
x

   

    定义波矢

 2


v

k    有 

022   k  

    波在不同介质中的速率是不同的。我们定义折射率为： 

 
0

0

k

k

k

k

v

c
xn 






 

    c为真空中波速， v是介质中的波速， 0k 为真空中波矢， k为介质中波矢。 

    这样有： 

  0kxnk
  

    于是方程为： 

    02
0

22  ukxnx  

    我们再来看看 Schrödinger 方程： 

 
xU

mt
i


 

 2

2

2
 

分离变量： 

    t
E
i

extx  
 ,         tiex   
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空间部分的方程为： 

       0
2

2
2  xxUE

m
x





   

    为了模仿光学中的处理，我们应先定义一种相当于“真空”的情况。这样想，

如果一个粒子处在真空中那么它一定不受力，因此不妨将势能U const 的情况

当作真空中的情况，势能随便取。这样我们定义 

    xUE
m

xk




 
2

2
 

 0 2 2

2 2m m
k E const E  

 

选作

 

这样也可定义折射率： 

     
E

xUE

k

xk
xn


 


0

 

    这样定态方程为： 

      02
0

22  xkxnx  
 

    当我们描述物质波通过介质时便不妨采用这种形式的 Schrödinger 方程 

    隧道效应就是物质波穿过势垒（介质）的过程。所以我们也可用折射率来描

述这一过程。 

    在穿势垒的问题中，我们还是分别讨论 0E V 和 0E V 的情况。 

0E V 情况： 

   0
2

2m E V
n x k


 


  ，  

2

2



mE
k   

    这里  xn 是实的。 

    0E V 的情况则有 

 0
2

2m E V
i n x k


 


 

    这里折射率   0
2

2m E V
n x i





是一个纯虚数。 

这里得到的复折射率的结果与光学中是一样的。当然，你也可以用折射率表

示投射和反射系数。在量子力学中我们经常用折射率来描述粒子进入介质的情况

（如核物理中的散射）。 
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第四部分 推导细节 



 

第四

无限

 
 
 

 
 
 
 
 
（注

单，

明显

注意

势阱

 

 
考虑

定态

此方

 
或：

 
连续

 

四部分推

限深阱假设

注：也可以选

且容易推广

显。） 
意，这个势是

阱外的方程

虑势阱内，

 
态方程为：

方程的通解

 

续性条件：

推导细节 

设粒子不能离

选用坐标形

广到三维，

是有奇异性

程： 

定义： 

 

 

解为： 

 

 

 

离开势阱，

 

形如第二个图

但是对称性

性的，我们分
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也就是有一

图，这样的

性不如上述

分别有势阱

一个势为无

的解简

述形式

阱内和

无穷大的壁。。势可以写

 

写成： 



 

（单

 
 
于是

 

（注

这是

 

 
因此

即：

故：

（注

 

 
可见

需要

 

单值、有限

是： 

注意：由于

是关于 A、

此， 

 

 

 

注意：n 不

 

 

见势阱中能

要注意的是

限自动满足）

于势在边界上

B 的齐次方

 

 

不能取 0 ，

能级是分立的

是，

 

上有奇异性

方程，有非

否则就出现

的，（与用德

 ，即能级
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性（ ），

零解的条件

现了不振动

德布罗意驻

级越高越稀

 不连续

件是系数行

 

动的“波”。）

驻波直接计算

稀疏，但大量

，有跃变。

列式为零，

） 

算一样）。 

量子数情况

） 

即： 

况下  ，



 

即 

能量

 
下面

 

为

 

 

为

 
其实

cos，
 

 

 

这里

一化

 

 

量是连续的

面求波函数

为奇数（偶宇

为偶数（奇宇

实上述结果

，不可能是

 

里的 不能

化： 

，所以在经

，与对应原

数，我们有：

宇称）： 

宇称）： 

果可以直接看

是它们的组合

能由方程确定

经典情况下

原理相符。

 

 

 

 

 

看出来，因

合。当然，

定（方程是

 

52

下（大量子

 

为态应该取

我们也可

 

是齐次方程）

数）感受不

取确定的宇

以将这个结

），它将由附

不到能级的

宇称，因此只

结果写成紧

附加的归一

的间隔，便认

只能是 sin 或

凑的形式：

一化条件定。

认为

或者

 

。归



 

 
 
这里

能静

 
（1

（2

 
几率

 
 

 
 
如右

布并

（节

面的

几率

果便

 

 

里的解与经

静止下来。

） 可以认

量将有

 

） 也可以

的零点

间隔与

的情况

率密度： 

右图所示，粒

并不均匀。

节点数目就

的定理）。当

率趋向于均

便一致了。

经典情况一个

这是纯粹的

认为是测不准

有一个测不准

认为是波动

点能。能级 

能级 的比

况。这与波尔

粒子在势阱

这是由于

就是第几激发

当  时

匀分布，这

 

个显著的不

的量子效应

准关系造成

准度，故而

动的结果，

  ，

比值越来越

尔的对应原

阱中的几率

于节点的存在

发态数，见

，节点很密

这与经典的
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不同是它的基

应，可以从多

成的。阱内位

而值不能为零

因为不能有

这说明能

越小，越来越

原理是一致的

 

分

在

前

，

结

 

基态不是零

多种角度给

位置是在有

零。 

有静止的波

级随着量子

越接近连续

的。 

零，换句话说

给予解释。 

限的范围内

，其实这个

子数增加越

，也就是越

说，阱内粒子

内，因此能量

个结果就是所

越来越密。能

越来越接近经

子不

量动

所谓

能级

经典
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1.定理：一维势场中，两简并的能量本征函数满足下式： 

  1 2 2 1 = const      (1) 

（其中：
d

dx

   ，注意这个结论适用于非束缚态） 

证明：设两简并能量本征函数的本征值为E ,则有： 

   1 12

2
0

m
E V x      

  (2) 

   2 22

2
x 0

m
E V      

  (3) 

代入下式： 

     1 23 2      (4) 

      可得： 

  1 2 2 1 0       (5) 

   1 2 2 1 0  
     (6) 

      两边积分： 

  1 2 2 1 = const      (7) 

2.定理：一维非奇异势中束缚态无简并。 
证明：如果两本征函数简并，则应满足： 

  1 2 2 1 = const      (1) 

下面由束缚态边界条件确定常数 const。 
束缚态应满足： 

  x 0    (2) 

因此有： 
  const 0   (3) 

所以： 

  1 2 2 1 = 0      (4) 

  1 2

1 2

 
 
 
   (5) 

     1 2ln ln     (6) 
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   1 2ln ln 0      (7) 

  1

2

ln 0



  
  

  
  (8) 

所以： 

  1

2

ln const


 

 
 

  (9) 

  1 2c    (10) 

它们只差一个常数因子，表征同一个态，因此一维束缚态无简并。 
 
3.定理：非简并的一维定态波函数（能量本征函数）总可以取成实数。 

证明：要证这个命题就要分析 与 的关系。如果它们可以表示同一个态，则

命题得证。 

       满足： 

 

 
2 2

22

d
V E

m dx
 

 
   
 


  (1) 

要注意： 

  V V    (2) 

取这个方程的复共轭， 

 
2 2

22

d
V E

m dx
   

   
 


  (3) 

  可见，本征函数 与 对应同一个本征值 E。因此，它们不是简并就是

同一个态的波函数。命题中已要求不简并。因此，它们必是同一态的波函数。 
  所以， 

  =C    (4) 

  取复共轭： 

  =C     (5) 

  代入（4）式有： 

 
2

= C     (6) 

  所以， 

  iC e    (7) 
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 即： 

  = ie     (8) 

（其中 可任意取，不影响几率） 

 取 =0 ，则 =  ，即波函数可取为实数。 

4.定理：如果势是空间反射不变的（即    V x V x  ），则  x 和  x  都是同

一本征值的本征函数。（注意：这里既可能是简并情况，又可能    x C x   索

性就是一个态。） 
 
证明：一维定态方程为： 
 

         
2 2

22

d
x V x x E x

m dx
    


  (1) 

      做空间反射变换， x x  ，即： 

 
           

2

2

d d
x V x x E x

m d x d x
        

 


  (2) 

         
2 2

22

d
x V x x E x

m dx
       


  (3) 

      所以，  x  也是本征值 E 的本征函数。 

 

5.定理：如果势是空间反射不变的（即    V x V x  ），则对每一个本征值都可

找到一组完备的，具有确定宇称的本征函数（或者说，同一本征值的不具有确定

宇称的本征函数（简并情况）总可以表示成也属于该本征值的一组具有确定宇称

的本征函数的线性组合（完备））（或者说，某本征值的不具有确定宇称的本征函

数总可以线性组合成具有确定宇称的同一本征值的本征函数。） 

证明：设  x 是定态方程的一个解（不一定具有确定宇称）则  x  也是属于

同一本征值的一个解。用  x 和  x  可以直接构造出具有确定宇称的函数： 

 
     
     

u x x x

v x x x

 

 

  


  
  (4) 

u,v 是  x 和  x  的线性组合，因此也是同一本征值的本征函数，因

为： 
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  � �           uHu H x x E x x E            (5) 

显然有： 

 
   
   

u =ux x

v x v x




  
  (6) 

即：不具有确定宇称的本征函数可线性组合成具有确定宇称的本征函数

（表述 3）。 

所以解  x 和  x  得： 

 
     

     

1

2
1

2

x u x v x

x u x v x





    

     

  (7) 

       即：任意本征函数都可用具有确定宇称的本征函数的线性组合表示（表

述 2）。 

       由于  x 是任意的，所以找到的这组具有确定宇称的本征函数是完备的

（表述 1）。 
 

推论：如果势是空间反射不变的（即    V x V x  ），如本征函数无简并，则该

本征函数具有确定的宇称，这种情况下只有一个本征函数。由定理知，应可由它

构造具有确定宇称的本征函数。因此，它只能是有确定宇称的函数。 
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第五部分 习题及解答 
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第五部分 习题及解答 

第一章习题 

1.4 (1)用 Bohr-Sommeifeld 条件计算谐振子的能级 

二次势适用的 Bohr-Sommeifeld 条件为： 

,)
2

1
( hnpdq    n=0,1,2…… 

谐振子能量为：E= 22
2

2

1

2
xm

m

p   

max

max

max

max

max

max

2 2

2 2

2 2

max

2 2
max 2

2
2 2 2 2

2 2 2

2
2 2

1
2 ( )

2

1 1
2 ( ) ( )

2 2

1 1
2 2 ( ) ( )

2 2

0

1 2
0 2 ( ) 0

2

arcsin
2 2

2

2 1 2
( )

2 2

x

x

x

x

x
x

p m E m x

m E m x dx n h

m E m x dx n h

x p

E
p m E m x x

m

x a x
a x dx a x

a

mE m x dx

x mE m
m x m

m












 








  

  

  



     

   



  









�

振幅 由 确定

max

max2 2

2 2

arcsin |
2

1
2 ( )

2
1

( ) , 0,1, 2
2

x
x

n

E x

m mE

m
E

E
n h

E E n n
















  

     

 

谐振子的能级是等距的 

 

 

1.4 (2) 用 Bohr—Sommerfeld 条件计算在匀强磁场中运动的带电粒子的可能轨

道 

匀强磁场中粒子作圆周运动满足 Bohr—Sommerfeld 条件： 
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  nhLd  

nhdL 



2

0  

L n   

匀强磁场中有：
2v

qvB m
r

  

mv qBr  

匀速圆周运动角动量： 

2L rp rmv qBr    

2qBr n   

n

n
r r

qB
  


 

匀强磁场中带电粒子轨道半径是量子化的，与氢原子情况不同的是带电粒子在磁

场中受到的来的不是来自于有势场，磁场是有旋场。 
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第二章 习题 

2.1 证明在定态中，几率流密度与时间无关。 

证明：流密度 

       * *( )
2

i
j

m
       

 
 

对定态，波函数为： 

( , ) ( ) iEt
Ex t x e    

  

代入 j

中： 

         * *

2
iEt iEt iEt iEt

E E E E

i
j x e x e x e x e

m
          

   
     

 

算符对 iEte  没有作用 

         * *

2 E E E E

i
j x x x x j x

m
          

      
 

与时间无关 

 

2.2 由下列两定态波函数计算几率流密度， 

   （a） 1

1 ikre
r

       （b） 2

1 ikre
r

   

   1．计算上述两种情况下单位时间通过半径为 r的球面的粒子数。 

   2．说明 1 和 2 所代表的过程。 

解：1. 我们有  
1 1ikr ik re e
r r

    
 

 

* 1 1ikr ik re e
r r

  
 

           
r

r
kk


  

      * *( )
2

i
j

m
       

 
 

其中：
1 1ikr ik re e
r r

            
   

 

      
r



  

         
1 1ik r ikre e
r r

       
 

  

 

          2

ˆ 1ik r ik rr
e ik e

r r
      
  

        （径向单位矢量 ˆ
r

r
r



） 
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ˆ 1 ik rr
ik e

r r
     

 

 
 

取复共轭 

      * ˆ 1 ik rr
ik e

r r
     

 

 



  

1 1 1 1

2

i r r
j ik ik

m r r r r r r

                  

   
  

     
22

1
2

1

2 rm

k
ki

rm

i













          kp



   

    
2

1

rm

p









            





 

m

p
v




速度  

           
2r

v


  

   2．单位时间流过单位面积的粒子数： 

2 2
ˆ

r v r v
n j r j

r r r r
        

   
 

径向速度 ˆv v r  （波函数不含、，这里只有径向速度） 

单位时间流过半径为 r的球面的粒子数： 

vr
r

v
rnSnN rr  444 2

2
2        rS ：球面积 

     3．正负号分别表示流出和流入，所以 1 是向外传播球面波 2 是向内传播

球面波。 

2.3 一粒子在一维势场














ax

ax

x

xU 00

0

)( 中运动，求粒子能级和对应的波

函数。 

解：














ax

ax

x

xU 00

0

)(                    （图略） 

由一维定态 dingeroSchr  方程： 

)()()()(
2 2

22

xExxUx
dx

d

m
 


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









axx

axUE
m

00

00)(
2

2




  

axxU  00)(  












)2(,00

)1(
2

00
2

2

axx

mE
kaxk




  

（1）的通解： axkxBkxAx  0sincos)(  

连续性条件： 0
0


x
   0

ax
 （即 连续， 不连续） 

 kxBxA
x

sin)(00
0




  

0sin0 


kaB
ax

  

0B   0sin  ka   nka    n 1，2 … 


2

222

2ma

n
E

a

n
k nn


   n 1，2 … 

归一化确定B  

 
aa

kxdxBdx
0

22
2

0
1sin||     

a
B

2
  










axx

ax
a

xn

ax
00

0)sin(
2

)(


  

2.4 证明（2.6-14）式中的归一化常数是
a

A
1

  

其中（2.6-14）：











ax

naxax
a

n
A

n

0

2,1)(
2

sin 


  

证：归一化 1
2

 dx
a

a n  

1)(
2

sin 2
2

 dxax
a

n
A

a

a


 

1)](cos1[
2

12

 dxax
a

n
A

a

a


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a
A

12    取
a

A
1

  

2.5 求一维谐振子处在第一激发态时几率最大的位置 

解：一维谐振子能量本征函数： 

)()( 2

22

xHeNx n

x

nn 



  

处在第一激发态 xeNx
x




2)( 2
11

22




 

几率密度 2222
1

2
1

2222

4|)(|)( xCexeNxx xx        )4( 2
1

2NC   

]22[
)( 2222 32 xexeC

dx

xd xx     

0)1(2 2222

  xxCe x   

01 x     

1

2 x     

1

3 x  

0)152(2
)( 2244

2

2
22

  xxCe
dx

xd x    


2

2
2 4

175

4

175







x  



1

x  

即
m

x


  

2.6 在一维势场中运动的粒子，势能对原点对称： )()( xUxU  。  证明：粒子

的定态波函数具有确定的宇称。 

证：定态方程： )()()()(
2 2

22

xExxUx
dx

d

m
 


   ① 

xx   

)()()()(
2 2

22

xExxUx
dx

d

m
 

   ② 

)()( xUxU   

)()()()(
2 2

22

xExxUx
dx

d

m
 

   ③ 

比较①和③ 
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一维非奇异势束缚态无简并 

 )()( xCx      即 )(x 、 )( x 对应同一个态 

取 1C    )()( xx    

定态波函数具有确定的宇称 

 

2.7 一粒子在一维势阱






ax

axU
xU

||0

||0
)( 0 中运动，求束缚态（ 00 UE  ）的

能级所满足的方程。 

解：本征方程  EH 


 














axxEx
dx

d

m

axxExUx
dx

d

m

)()(
2

)()()(
2

2

22

02

22









               （图略） 















2
2

2
02

2
0

)(2
0




mE

ax

EUm
kaxk




 

通解：











axxDxCDeCex

axBeAex
xixi

kxkx




 sincos)(

)(
 

 )()( xUxU       )(x 有确定宇称 

且粒子为束缚态    0)( 
x

x  

kx

x
Bexx 


 )(0)(     ax   

kx

x
Aexx 


)(0)(      ax   

①奇宇称：
















axAe

axxD

axBe

x
kx

kx

 sin)(  

)()( xx       AB   


















axAe

axxD

axAe

x
kx

kx

 sin)(  



 

 

2.8

求束

这是

分别

连续性

ax    

 k

②偶宇称

)( x 

连续性

ax    

 k 

③④即为

 分子间势

V(x)=








束缚态能级

是分子间 Va

别写出图中

性条件 )(ln

 
A

A

)(

()(




a cot

称：








x)(

)(x    

性条件 )(ln

 
Be

kB
ka

)( 


a tan   

为能级所满足

可近似表示

0

1

            x

          0

          

0               

U

U







级所满足的方

an der Waa

四个区域中

ax 
 连续

D

e

ek
ka

ka

)

)







  超越方程





Ae

xD

Be

kx

kx

cos 

   B 

ax 
 连续

D

De
a

ka 




超越方程

足的方程 

示为：  

x<0

0 x<a

a x

b<x

b



   

方程 

als 势的一

中 ψ 所满足
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aD

aD




sin

cos

程   ③ 





ax

ax

ax

||

A  

a

aD




cos

sin
 

  ④ 

一个简化 

足的方程 
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0                              x<0 

  0
2

022

2




UE
m

dx

d


             0≤x<a 

  0)(
2

122

2




UE
m

dx

d


           a≤x≤b 

  00
2

22

2




E
m

dx

d


               b<x 

 

即 

0                               x<0 

  0
2

022

2




UE
m

dx

d


             0≤x<a 

  0
2

122

2




EU
m

dx

d


              a≤x≤b 

0
2

22

2




E
m

dx

d


                    b<x 

束缚态 0E E    

令
2

1 )(2



EUm
k


        

2

0
1

)(2



UEm 
          

22

2



Em
  

则方程化为 

0                         x<0 

02
12

2


 

dx

d
                0≤x<a 

02
2

2




k
dx

d
                 a≤x≤b 

02
22

2


 

dx

d
                 b<x 

解为 

0                                      x<0 

xx eAeA 11
21

                          0≤x≤a 
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kxBkxB cossin 21                      a≤x≤b 

xCe 2   （ 0 x 去掉了 xe 2 解）     b<x 

连续性条件要求及 ' 在 x=0,a,b 处连续 

x=0    021  AA  

x=a     kaBkaBeAeA aa cossin 2121
11                连续 

        kakBkakBeAeA aa sincos 211211
11           ' 连续 

x=b     bCekbBkbB 2cossin 21
                       连续  

        beCkbkBkbkB 2
221 sincos                    ' 连续 

这是一个关于 CBBAA ,,,, 2121 的五元线性齐次方程组有非零解的条件是系数行列

式等于零 

 

  1A        2A         1B         2B        C  

0

sincos00

cossin00

0sincos

0cossin

00011

2

2

11

11

2

11 















b

b

aa

aa

ekbkkbk

ekbkb

kakkakee

kakaee











  

展开这个行列式 

aa

aa

ekek

ekek
abtgk

11

11

)()(

)()(
)(

21
2

21
2

2121














  

这就是能级所满足的方程。 

 

 

补充：外电场中的谐振子（精确解） 

在 x  方向受到一匀强电场 作用的谐振子系统的 H－氏量为： 

2 2
2 2

2

1

2 2

d
H m x e x

m dx
    


 

H－氏量此时仍是二次型的，我们总可以将它配方程完全平方的形式： 



 

 69

 2 2 2 2
2

1 1
( 2 )

2 2

e
m x e x m x x

m

  


    

       
2 2

2 2
2 2 2

1
2

2

e e e
m x x

m m m

  
  

                
   

     2 2 2
0 0

1
[( ) ]

2
m x x x        

20 


m

e
x   

     2 2 2 2
0 0

1 1
( )

2 2
m x x m x     

这样 H－氏量为 

 
2

2 2 2 2 2
0 02

0

1 1
( )

2 ( ) 2 2

d
H m x x m x

m d x x
     




 

 
2

2 2 2 2
02

1 1
'

2 ' 2 2

d
H m x m x

m dx
    


      0' xxx   

定态方程为： 

 
2

2 2 2 2
02

1 1
( ' ) ( ') ( ')

2 ' 2 2

d
m x m x x E x

m dx
      


 

 
2

2 2 2 2
02

1 1
( ' ) ( ') ( ) ( ')

2 ' 2 2

d
m x x E m x x

m dx
      


 

这就是谐振子方程，可以直接得到它的解 

本征值：  )
2

1
(

2

1 2
0

2  nxmEn  

本征函数：

2 2'

2( ') ( ')
x

n nx N H x e





   
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第三章 习题 

2 2

2 2

2 2

2

( )

1
(1)

2

(2)
2

(3)

x i
t

x e

U x

p
T

 






 






3.1一维谐振子处在基态

求： 势能的平均值

动能的平均值

动量的几率分布函数
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2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2

22 2
2

2
30

2
2 2 2

2 2

2
2 2

2

2 2

2

(1) ( ) ( )

1
                 

2

4

1 1 1

2 2 2 4

ˆ        

ˆ( ) ( )

       ( )

x x

x

x

x dx x x x

dx e x e

dxe x

U x

p
x

p dx x p x

dx e

 





 






 

 

 




 



  



 

 



 





 
   

 



   


 



















解：

其中用到了积分：

2 2

2 2

2 2
2 22 2

2

0

2 2 2
2 2

2
2 2 2 2

2

( )
2

2

1

2 2 2 4

1 1

2 2 4

(3)

( )

        

1
        ( )

2

       

x

x

i
px

e
x

dxe

p
T

x p

p p

dx p x x

dx e x










 
  




 








 

 




 





   

   











 

 

 

 



其中用到了积分：

补充：由前面结果可得

这正是最小测不准态

题目中给出了坐标表象的波函数，由此求出动量表象的波函数：

2 2

2

2 2

2 2

22

1
 

2

1
        

i x i
px t

p i
t

dx e e

e

 





 

 

   



 





 







 

 
2

2 22 1
( ) ( )

p

p p e  
 


  


几率密度：  

 
3.3 证明氢原子中电子运动所产生的电流密度在球极坐标中的分量是 

2

0,

.
sin

er e

e nlm

j j

m e
j

r



  

 

  
  
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证明：电子在原子中的运动自然会形成电流。电流密度就是电子几率流密度乘

上电子电量： jeje


     j

：几率流密度 （取负号是因为电子电荷

为负） 

几率流密度：  
2 nlm nlm nlm nlm

i
j


      

 
 

显然应该在球坐标下考虑这个问题。电流 ej

在球坐标下的三个分量为：

 ejejejj eerere ˆˆˆ 


  球 坐 标 下 的 梯 度 算 符 为 ：

  











sin

1
ˆ

1
ˆˆ

r
e

r
e

r
er    

这样有： 

( ) ( )

( ) ( )

2

    ( ( ) (cos ) ( ( ) (cos ) )
2

         ( ) (cos ) ( ( ) (cos ) ))

    0

er nlm nlm nlm nlm

m im m im
nl lm l nl lm l

m im m im
nl lm l nl lm l

i
j e

r r

i
e R r N P e R r N P e

r

R r N P e R r N P e
r

 

 



 


 

 





         














 

（其中  imm
llmnlnlm ePNrRr )(cos)(),,( )( ， )(rRnl 和 )(cos)( m

lP 均为实数） 

同理： 0
11

2







 








 
nlmnlmnlmnlme rr

i
ej




 

与有关的部分是个复数，因此这项不为零： 

  
2

sin

)()(
sin2

sin

1

sin

1

2

nlm

nlmnlmnlmnlm

nlmnlmnlmnlme

r

em

imim
r

ei

rr

i
ej








































 

这样，不同的态的电流为：
2

sine e nlm

m e
j j e e

r   
   

  
 

可见电流只有分量。如图： 



 

在经

轴旋

3.4

   

解

学

质

由

（

路

经典的情况

旋转的运动

氢原子中的

（1） 求一

（2） 证明

原

这个比值，

 
解：3.3 题的

学的知识我们

质磁性的一个

由电磁学知

（ z

A
d d

c
 

路所包围的面

况下，有心力

。 
的电流可以

一圆周电流

明氢原子的磁

z   

原子磁矩与

2
z

z

e

L




 

称为回转

的结果告诉

们知道这将

个初步解释

知识我们知

dI   Gauss

面积（如图

力作用下的

看作是由许

的磁矩。

磁矩为 

2

me





     

角动量之比


        

转磁比率。

诉我们，原子

将给出一个磁

释。下面来计

知道一个闭

单位制） 

图） 
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粒子运动被

许多圆周电

 (SI) 

比为 

  (SI)    

子中的电子

磁矩或者说

计算这个磁

闭合电流产

z 是磁矩，

 
被限制在一

电流组成的

  

子运动将形成

说形成一个

磁矩。 

产生的磁矩

，dI为通过

一个平面内，

成一个闭合

小磁畴。事

矩为： d z

过面积 dS的

也是一种

合电流。由电

事实上这是对

AdI （S

的电流。A为

种绕 z

电磁

对物

SI） 

为环



 

d

 



这

 
  求



这

  我

可见

我们

自旋

   

dSjdI e  

em

em

r

rd

n

n

z

22

2

2

sin





















这里 dV 2

求总磁矩要

  d zz 

这便是氢原子

我们知道，

见磁矩与角

们定义： gL

旋角动量和

         

         

dV

r

r

em

dSj

nlm

nlm

e

2

2

22

sin2

sin

sin












 



dSr  sin 是

 

要对全空间积

 
em

2

子的总磁矩

角动量 z 分

动量间的关


Lz

z
L 

磁矩间也存

         

        A

dS

dS

S

nlm

2











是环状区域

积分 

 dVnlm

2

矩。 

分量 mLz 

关系是非常

2

e
 为回转

存在类似关
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 22 sinrA 

S

 

的体积元

 
em

nlm2

m  因此 

常直接的。

转磁比率。

关系。事实上

    

 

2   

dVm 2

2

z L
e




2


 

上自旋就是

m
e

2
  

zL  所以 m

是这样发现的

m 称磁量子数

的。 

数。
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3.5 一刚性转子转动惯量为 I ，它的能量的经典表达式是
I

L
H

2

2

 ， L为角动量，

求与此对应的量子体系在下列情况下的定态能量及波函数： 

（1） 转子绕一固定轴转动 

（2） 转子绕一固定点转动 

解：（1）定轴转动：（在球坐标中） 

2 2 2

2

ˆ
ˆ

2 2
zLH
I I 


  




          



 iLzˆ  

        本征方程：    EH ˆ  

2 2

22
E

I
 




 



 

∴  
2

2 2

2IE 



 
 

 

        其解为：    imce  

代回方程得： 

    
   imim ce

IE
ceim

2

2 2




 

∴  
2

2 2



IE
m   

∴  
I

mE
2

2
2   

确定m： 

    波函数   应该是单值的，即      2  

    ∴ 要求  
 imimim ee  2

 

    ∴ m =0、±1、±2…… 

    ∴ 能量取分立值：
I

mEm 2

2
2          m =0、±1、±2…… 

显然，m≠0 时能量是二度简并的 

（2）定点转动： 
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I

L
H

2

ˆ
ˆ

2

  

     本征方程：    EH ˆ  

          E
I

L


2

ˆ2

 

     在球坐标中 2L̂ 中只有 、，且有： 

               ,1,ˆ 22 YllYL            ,Y 为球谐函数 

     ∴        ,
2

1,
2

ˆ 22

Y
I

llY
I

L 
  

     ∴        ,
2

1,ˆ
2

Y
I

llYH


  

     本征值：   
I

llEl 2
1

2
        l =0、1、2…… 

     本征函数：      ,, Y  

2

3.6   t 0

1
( ) [sin cos ]

2
x A kx kx



 

设 时的粒子状态为

求此时粒子的平均动能和平均动量。

 

- , 解：这是一个振荡函数，在区域（ ）上积分会出现问题，

这里所遇到的问题与处理平面波时遇到的问题相同。平面波的问题

我们已经系统的处理过了，为了利用平面波的一些结果，这里将函数

写成指数的形式（对于三角函数我们可以直接的处理）

 

2 2 2 2 2

2 2

0 2 2

sin ,cos
2 2

1 1 1 1 1 1
sin (1 cos 2 ) [1 ( )]

2 2 2 2 4 4
1

cos ( )
2

1 1 1 1 1
( ) [ ]

2 4 4 4 4
1 1 1 1

           [
2 4 4 4

i i i i

i kx i kx i kx i kx

ikx ikx

i kx i kx ikx ikx

i kx i kx kx

e e e e

i

kx kx e e e e

kx e e

x A e e e e

A e e e e

   

 



 

 



 



 
 

        

 

     

   

利用：

1
]

4
ikx ikxe
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0 2 ( 2 ) ( )

( )

1

1
( ) ( )

2

1 1 1 1 1
        [ ]

2 4 4 4 42

i
px

i i i i i i i i i i
px kx px kx px kx px kx px k x

p p dx p x x

dx x x

p dx e x

A
dx e e e e e e e e e e

  

 







      

 





    










    
         





求平均值之前先要做归一化，在动量表象中做归一化比较方便。

变换到动量表象：

插入恒等式

由平面波的 函数归一化，我们
*

( ) ( )

1
( )

2

2 ( )

1 1 1 1 1
( ) (2 )[ ( 0) ( 2 ) ( ( 2 )) ( ) ( ( )))

2 4 4 4 42
1 1 1 1 1

           2 [ ( 0) ( 2 ) ( 2 ) ( ) (
2 4 4 4 4

i
px

pp

i
px
h

p

i
p x

x dx p p

x e

e e dx p p

A
p p p k p k p k p k

A p p k p k p k

  




 

      


     





 



  

            

        










    


   

知

其中

2

1 2 1 2

2

)]

( )

( ) (0)      ( (0))

( ) ( ) 0,         

1 1 1 1 1
2 [ ] 1

4 16 16 16 16

p k

p

p

dp p p p p p p

A



   



 













 



   

    









将 归一化

归一化条件：

严格讲这仍不能归一而只能归成 函数

由 函数定义我们有

于是有：

 

 2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2
( ) [ ( 0) ( 2 ) ( 2 ) ( ) ( )]

2 4 4 4 4
( )

2 2 2 2 2
( ) 0 ( ) (2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( ) (

2 4 4 4 4

A

p p p k p k p k p k

p p p

p k k k k



     



 

         

 

           



   

   

归一化的动量空间波函数为：

此时的波函数已表示成动量算符本征函数的迭加，动量本征函数 对应的本征值为

由这个归一化的波函数我们可以直接求平均值

动量平均值：

)

     0
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 

2

22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2

1 2 2 2 2 2
     [( ) 0 ( ) ( 2 ) ( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ]

2 2 4 4 4 4

5
     

8

P
T

m

k k k k
m

k

m



           



   



动能平均值：

 

3.8 在一维无限深势阱中运动的粒子，势阱宽度为 a，如果粒子状态由波函数

   xaAxx  描写，A 为归一化常数，求粒子能量的几率分布和能量平均值。 

解：首先将波函数归一化： 

    
aa

dxxaxAdxx
0

222
2

0
  

                   

 
 

30

5

1

4

1
2

3

1

2

2

5
2

54322

0

43222

0

2222

a
A

aaaaaA

dxxaxxaA

dxxaxaxA

a

a









 








 

∴ 1
30

5
2 aA 归一化常数

5

30

a
A   

∴    xax
a

x 
5

30  

能量几率分布： 

先求能量表象下的波函数 

能量本征方程： 

nEnH n         2

2

22

2
n

ma
En


 ，    n 1、2、3…… 

能量本征函数在坐标表象中形式为： 

  x
a

n

a
nxxun


sin

2
           （这里用  xun 以区别  x ） 

这里的坐标选取为：  
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在这种坐标选取下没有明确的宇称。 

 

已知的坐标表象中的波函数为： 

   xax
a

xx 
5

30  

所要求的是能量表象中的波函数 

   nnE   

插入恒等式：1  xxdx  

∴    xxndxn
a

E  0
 

        

   

 

 

 

  n

n

a

a

n

n

n

n

nnn
n

xax
a

x
a

n

a
dx

xxudx

11
154

0sin

1cos

sincos22
152

30
sin

2

33

33

0 5

0

*




























 

这便是能量表象的波函数，由于  xun 和  x 都归一，所以  nE 也归一。 

所以能量的几率分布为： 

    2
66

2
11

240 n
En

n
nP 


  

可见只有 n 为奇数（n=1、3、5……）时几率才不为零。 

求平均能量有两种方式，一种是在坐标表象中，一种是在能量表象中。 

坐标表象中： 
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   
a

xHxdxE
0

* 


        
2

22

2 xm
H







 

    

   

  

2

2

0 5

2

0 52

22

5

5

2
30

2

30

2

30

ma

axx
am

dx

axx
adx

d

m
axx

a
dx

a

a










































 

能量表象中： 

E 





1n

nn PE           
2

222

2ma

n
En


  

      2
66

1
2

222

11
240

2
n

n nma

n




 
 

 

     





531

2

462

22

11
1240

2 、、n nma 
 

 

    

2

2

531
462

22

5

1
4

240

2

ma

nma n







 


 、、


       
96

1 4

531
4






 、、n n
 

* * * * * * * 

补充： 

①验证  nE 是归一化了的，这就相当于验证总几率为 1 

  2
1

66
1

11
240 n

nn
n

n
P 







 
 

      
















531
66

2

531
66

1
4

240

2
240

、、

、、

n

n

n

n




 

为了计算 


 531
2

1

、、n
Sn
，我们利用公式

 
 

  S

SS

m
S

B
Sm

2

22

1
2 !22

12

12

1 








    SB2   

Bernoulli 数 
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显然我们有： 

  






 


531 1
22 12

11

、、n m
SS mn

 

利用这个结果：（此时 2S=6） 

 






 


1
66

1 12

1
4

240

mn
n

m
P


 

      
 

1
!62

12
4

240
6

66

6





 B


           
42

1
6 B  

所以前面得到的波函数确实是归一的。 

②该态的性质 

将波函数  xax
a


5

30 与无限深势阱基态波函数 x
aa

 


1
sin

2
1 画在同一

图中可以看出它们是非常接近的(如图)： 

 

 

由前面的结果还可以直接算出被 描述粒子处在无限深势阱基态的几率是： 

   %86.9911
240 21

661 
n

P  

可见这个态非常接近无限深势阱的基态。 

3．9 设氢原子处于状态           ,
2

3
,

2

1
,, 11211021  YrRYrRr ，求氢原

子能量、角动量平方及角动量 z 分量的可能值，这些可能值出现的几率和这些力

学量的平均值。 

解：能量的可能值： 

∵ 主量子数 2n ，
22

22

2 n

eZ
E s
n




 ， 1Z  

0.5 1 1.5 2

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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∴ 
2

2

22

22

822 
ss eeZ

E


 ，几率为 1，
2

2

8
seEE


  

角动量平方的可能值： 

∵ 角量子数 1l  

∴   222 21   llL ，几率为 1， 222 2 LL  

角动量 z 分量的可能值： 

∵ 磁量子数 1,0 m  

∴ mLz  ，可能值为 0 和   

0zL 的几率为
4

1

2

1
2







  

zL 的几率为
4

3

2

3
2









 

平均值：   
4

3

4

3
0

4

1
zL  

3.10    无限深球方势阱 

所谓方势阱是指势的变化都是突变的情况，球方势阱是指这个势是球对称的，

突变只在径向发生。 

方势阱是描述束缚态的最简单模型。球方势阱就相当于将粒子放入一个球形

的盒子中。我们经常采用这种模型来描述各种粒子物理和核物理中的束缚态，如

quark 禁闭。 

无限深球方势阱的势可表示为： 

 





0

rV    
ar

ar




 

这是个三维问题，但我们已经分析过这种球对称的问题在采用球坐标后其角

向部分的解都是一样的，就是球谐函数。相互作用势只出现在径向方程中（因为

 rV 中不含角度 、），系统的能级由径向方程决定，不同系统间的差异（这

里由于势的不同而引起的）也只反映在径向方程中，因此我们只需解径向方程。 

径向方程为： 
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       rERrRrV
mr

ll

dr

d
r

dr

d

rm





















2

2
2

2

2

2

11

2


 

或： 

       0
121

22

2

2








 







 rR

r

ll
rVE

m

dr

d
r

dr

d

r 
 

或： 

      
2

2 2 2

12 2
0

l ld d m
E V r R r

dr r dr r

 
     

 
 

考虑势的情况有： 

 
   












 




0
122

0

222

2

rR
r

llmE

dr

d

rdr

d
rR



   
ar

ar




 

下面讨论 ar  的情况 

无量纲化： 

令
2

2 2



mE
k   

  kr  

    0
1

1
2

22

2








 
 rR
ll

d

d

d

d


 

这就是球 Bessel 方程。 

* * * * * * * * * 

补充：球 Bessel 方程的解法： 

作代换：    

u

rR   

代入方程中： 

其中：



 d

du
u

u

d

d
2

1

2

3

2

1 
  

2

2
2

1

2

3

2

5

2

2

4

3







 d

ud

d

du
u

u

d

d 
  

方程化为： 
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  0
2

1

1
1

2

2

2

2


























 

 


u

l

d

d

d

d
        l 0、1、2…… 

这正是 





 

2

1
l 阶 Bessel 方程，其解为 Bessel 函数   

 






 

2

1
l

J  

这样球 Bessel 方程的解便是： 

   
 






 


2

1

1
l

JCrR  

* * * * * * * * * 

球 Bessel 方程的两个线性无关解一般表达成： 

   

     




















 













2

1

1

2

1

2
1

2

l

l
l

l
l

Jn

Jj

          

函数球

函数球

Neumann

Bessel

 

有时也用球 Hankel 函数表示： 

     

     














lll

lll

injh

injh

*

 

这样径向方程的通解为： 

      ll DnCjrR   

下面由物理上的要求确定系数： 

考察这个解在 0 时渐近行为： 

球 Bessel 函数和球 Neumann 函数在 0 时渐近形式是： 

   

     












 


 





10

0

!!12

!!12

l
l

l

l

ln

l
j









 

而我们已经对有心力场径向函数在 0r 时的渐近行为作过普遍研究，要求径向
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函数必须是 lr 的形式，因此只能取球 Bessel 函数，即 D=0 

∴    lCjrR   

这里的常数 C 由归一化确定。 

径向函数的归一化条件是： 

  
a

drrrR
0

22
1  

∴   
a

l d
k

jC
0

2

3

22 1
1   

由球 Bessel 函数的积分公式 

           11
2322

2

1
llll jjjdj  

∴          
a

llll kajkajkajak
k

C
dj

k
C

0 11
233

3

2
22

3
2

2

11  ，  00 j  

∴归一化常数        2

1

11
2

3

2












 kajkajkaj
a

C lll
 

在 ar  处我们有连续性条件： 

  0aR  

∴   0kajl  

因此归一化常数为：    
2

1

11

3

2











 kajkaj
a

C ll
 

这样我们就确定了本征函数，下面我们来确定本征值。 

连续性条件要求：  

    0 kaCjaR l  

这就是说本征值对应的是球 Bessel 函数的零点，由 k的定义可知能量本征值为： 

,

2
2

, 2r rn l n lE k
m




        rn 0、1、2……为径量子数 

lnr
k

1
对应球 Bessel 函数的零点，由   0, lkj

rnl 确定。 

补充：球方势阱中 S 波（l=0）的解。 

此时的径向方程为： 
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 

 
2

2 2

0

2 2
0

R r

d d mE
R r

dr r dr






       

       

ar

ar




 

在这种特殊情况下用处理 Coulomb 场的方式就可以了。 

作代换：    
r

ru
rR   

得  ru 的方程： 

    0
2

22

2

 ru
mE

dr

rud


 

令
2

2 2



mE
k  ，得：

    02

2

2

 ruk
dr

rud
 

这与无限深势阱的方程形式相同，其通解为： 

  krBkrAru cossin   

我们要求    
 0r

r

ru
rR 有限，所以要求：   00 u  

这要求 B=0 

∴   krAru sin  

在 ar  处我们有连续性条件 

  ( )
=0

u a
R a

a
  

  =0u a  

即： 
sin =0

 =           =1,2...

ka

ka n n
 

因此能级为：  
2 2

2
22nE n

ma





        n  1、2…… 

归一化： 

  sin kr
R r A

r
  

归一化条件： 
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 
2

2 2 2 2 2 2
20 0 0

sin
sin

a a akr
R r r dr A r dr A krdr

r
     

可得：  A
a

2
＝  

sin
( )

n
r

aR r
a r



 
2

 

 
3-14 由 Hensenberg 测不准关系估计氢原子基态 
  我们将最小测不准态作为基态的近似： 

  对最小测不准态：
2xp x  

，

2yp y  

，

2zp z  


 

氢原子哈氏量为： 
22

2
sep

H
m r

   

最小测不准态能量为：    

 
2 2 22 22

0 1/ 22 2 2

( ) ( ) ( )( )

2 2 ( ) ( ) ( )

x y zs s
p p pe ep

E
m r m x y z

    
   

     
 

我们考虑的问题是球对称的，因此：  

2 2 2( ) ( ) ( )x y zp p p      

2 2 2( ) ( ) ( )x y z      

 
2 2

0 1/ 22

3( )

2 3( )

x sp e
E

m x


  


 

2xp x  


     

22

0 2

3

8 ( ) 3( )
seE

m x x
  

 


 

对不同的 x 的取值 0E 也不同，显然最小测不准态应该是使 0E 取最小值的情

况，使 0E 取最小值的 x 由一阶导数为零确定： 

2 22 2

2 3 2

3 6
0

( ) 8 ( ) 8 ( )3( ) 3( )
s se ed

d x m x m xx x

 
         

 
 

3/ 2 2

2

3

4 s

x
me

 


  代回 0E 的表达式中 
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4

0 2

2

9
sme

E  


 

这就是最小测不准态的能量。我们知氢原子基态能量为：
4

22
s

ground

me
E  


，与

估计的结果差 2 倍，数量级符合。 

证明微分算符 ˆ d
D

dx
  满足    2 2ˆ ˆ ˆ 1D x D x D x      

  证明： 

      

    

 

   

         

 

   

2
2

2

2
2

2

2 2

ˆ ˆ

1

ˆ 1

D x D x f x

d d
x x f x

dx dx

df xd
x xf x

dx dx

d f x df x df x
f x x x x f x

dx dx dx

d
x f x

dx

D x f x

 

      
  

      
  

    

 
   
 

  

  

                            

已知： 1     

证明：1)  222    

2) 233 3        

3) 1 nnn n  

  证明：1) 

             









2

22

22









 

        2) 
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             

3 3

3 2 2 3

2 2 2

2

2

2

3

  

      

      

 





   

   

 



 

        3)数学归纳法： 

          1n  时  1    成立 

          设 kn   时成立，即 1 kkk k  

          则 1 kn  时： 

          

   

 
    11

1

11

11

1

1






















k

k

kk

kk

kkk

kkkk

kk

k

k

k

k















 

        即 1 kn  时也成立 

                                                                         

证毕 

  证明 1） ˆ,x p i    

      2）        ˆ ˆ ˆ,f r p f r p pf r i f r      
     

     其中 p̂ i  
  

  证明：① 

         

 

 

,

ˆ, ,

x i
x

x i i x
x x

i x x
x x

i x x
x x

i

x p x i i
x



 

 

  




   
              
       
        



      



 









 

任意
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       ② 

         

 
 

     
       
  

     

ˆ,

,

ˆ, ,

f r p

f r i

i f r f r

i f r f r f r

i f r

f r p f r i i f r





 

  





  
    

   

      

 

         

 




 


  






   

 

任意

 

                                            证毕 
▲ Ehrenfest 定理 

Newton 第二定律是
2

2

dt

xd
m

dt

pd
F  。在量子力学中，在平均值意义上，我们也

可以找到相应的结果。这便是 Ehrenfest 定理，证明如下： 
在势场中运动的粒子 H-氏量为： 

 

   

∵ 0)]ˆ(,ˆ[ pfp


        


ip̂           )()](,[ xfixfi





   

∴  FxVxVp
i

p
dt

d 




)()](,ˆ[

1ˆ  

力   )(xVF


 

这就是 Newton 第二定律。 
进一步也可得类似 maF  的形式 

 ]
2

,ˆ[
1

]ˆ,ˆ[
1 2

m

p
r

i
Hr

i
x

dt

d 








 

ijji ipx  ],[      ∴
m

p
x

dt

d 





 

∴  x
dt

d
mF


2

2

 

由此可看出，经典力学结果在量子力学中只在平均值意义下成立。 
 
 
▲ Feynman—Hellmann 定理 

这是一个描述本征值及 Hermite 算符随参数如何变化的定理。 

定理：含某个实参数的 Hernite 算符 )(ˆ H ．满足： 

)(
2

2

xV
m

p
H 
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









d

Hd

d

Hd

d

dE ˆ
)(|

ˆ
|)(

)(


这里 ( ) | ( )E    和 为 )(ˆ H 的本征值和归一化本征矢。 

证明：（定理的证明是直接的） 

本征方程： ˆ ( ) | ( ) ( ) | ( )H E        

( ) | ( ) | ( ) ( )H E                ( ) | ( ) 1      

( ) ˆ( ) | ( ) | ( )

ˆ ( )ˆ( ) | ( ) | ( ) ( ) | | ( )

ˆ( ) | ( ) | ( )

dE d
H

d d

d dH
H

d d

d
H

d

     
 

        
 

    


   

       
 

    
 

 

ˆ ( ) | ( ) ( ) | ( )H E           ˆ( ) | ( ) ( ) | ( )H E          )()(*  EE   

ˆ( ) ( )
( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( )

( ) ( ) | | ( )

dE d dH
E

d d d

d
E

d

         
  

    


        
 

    
 

 

 
ˆ ( )

( ) | | ( ) ( ) ( ) | ( )
dH d

E
d d

        
 

      

 

ˆ ( )
( ) | | ( ) ( )

ˆ ( )
( ) | | ( )

dH d
E

d d

dH

d

    
 
   


  

 

1
 

∴证毕 
 
 
▲ Viral （均功、位力、维里）定理 
在经典力学中，我们证明过这一定理。在量子力学中这一定理也成立，只不过是

在平均值意义上成立。经典情况中的 Viral 定理是针对周期运动的。经典中的周

期运动在量子力学中对应的就是定态情况。 
考虑一个有势场中的定态问题： 

)(
2

2

xV
m

p
H




  
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与力学中的处理相同，计算 




 )](
2

,[
1

, xV
m

pp
px

i
px

dt

d 







      )()](,[ xfixfi





   

                ipx x ],[  

其中： )](
2

,[],[ xV
m

pp
pxHpx




 


  

 

m

p
TxVxTi

xVx
m

p
i

xVpx
m

pp
px

2
))(2(

))(
2

(

)](,[]
2

,[

2

2

























 

0 px
dt

d 
        定态中，任意力学量均不随时间变化 

 )(2 xVxT


 

 这就是 Viral （均功、位力、维里）定理 

如果 ),,()( zyxVxV 
是 x,y,z 的 n 次齐次函数,则 

 )(2 xVnT


 

),,(),,( zyxVcczcycxV n  

例：谐振子： 2n     TV  
 Coulomb 势  1n      TV 2  
势   1n       TV 2  

如 ),,()( zyxVxV 
是 x,y,z 的 n 次齐次函数，即 

),,(),,( zyxVcczcycxV n  

齐次函数满足欧拉恒等式

),,( zyxnV
z

V
z

y

V
y

x

V
x 














将这个关系代入 Virial 定理 
 VxT


2  


















Vn

nV

z

V
z

y

V
y

x

V
x
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 VnT2  

例：①谐振子 22

2

1
xmV      2n     TV  

  ②Coulomb
r

V


     1n     TV 2  

③势  )(0 rVV   

 

0)(

)(

)(
))(( 0

0

0








xf

xf
dx

d

xx
xf

xx


  

0,
)(

)( 0  r
c

r
cr

 

1n 
 TV 2 


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第四章 习题 

2

,

3 3
,

.

3
2

.

3
2

4.1

ˆ

ˆ

1

ˆ

1
( )

(2 )

1
( )

(2 )

ˆ

x x

p p

p p

i
p x

p

i
p x

p

L L

F p

F p F p

dx x x

F d x d x p x x F x x p

x p e x

p x e x

x F x











  





   

 

   




 

 

 

 

 

 

 

 

     

  



  


 

求在动量表象中角动量 的矩阵元和 的矩阵元

解：算符 在 表象中的矩阵元为：

插入恒等式

其中

即坐标表象的动量算符的本征函数

这里的 为算符

3 3
, '

3
'

ˆ

ˆ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

          ( ) ( ) ( )

p p p p

p p

F x

x F x F x x x
x

F x
x

F d x d x x F x x x x
x

d x x F x x
x



  

 






  





   







 



   

 

    





    


  


在 表象下的矩阵元

，

此时 是 和 的函数

，

，
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3
, '

3
'

3 3
' '

( ) ( ) ( ),                    ( )

            ( )[ ( )] ( )

            ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

x

x p p p x p x

p p

p p p p

L

L d x x L x L i y z
z y

d x x i y z x
z y

d x x y x d x x z x
i z i y

 

 

   


 



 

 
   

 
 

  
 
 

 
 





 

   

 

   

 


 


    

的矩阵元

  其中 3
'

3
3 3

2 2

. ( )

( )

( )( ) ( )

1 1
       ( )   

(2 ) (2 )

                                            =

             =

x y z

x y z

p p

i i
p x p x

i i
p x p x p y p z

i
p x p y p z

z

z

d x x y x
i z

d x e y e
i z

e e
z z

i
p e

i
p

 

 



  

 

 









 


 





 

   

 

 

 



  



 





注：

.
i
p x

e

 
 
 
 
 
 
 
  
 

 



 

. .3
3

( ).3
3

( ).

(( ) ( ) ( ) )

(( ) ( ) ( ) )

1
        = 

(2 )

1
       

(2 )

:

=

x x y y z z

x x y y z z

i i
p x p x

z

i
p p x

z

i
p p x

y

i
p p x p p y p p z

y

i
p p x p p y p p z

i
d x e y p e

i

d xyp e

e
p

e
p

i
ye

i
ye





 





      

      
















   

 

  



  









 









              注

 

( )

( )3
3

( )3
3

3 3

1
       ( )

(2 )

1
       ( )

(2 )

                              : (2 ) ( )

        

i
p p x

i
p p x

z
y

i
p p x

z
y

ik x

d xp i e
p

i p d xe
p

d xe k

i p





 

 

 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 


 



 
     



 







  



  



  



 











注

( )z
y

p p
p
 


 

 



 

 96

3

,

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p p y
z

x p p z y
y z

d x x z x i p p p
i y p

L i p p p p
p p

  








    
 
      
 

  

 

    


 


同理

 

2

2 2
,

3

3

3
, ,

3

( )

              1

             

             ( ) ( )

             ( )( ) ( )( )(

x

x p p x

x x

x x

x xp k k p

z y z
y z

L

L p L p

p L L p d k k k

d k p L k k L p

d k L L

d k i p p p k i p
p p









  





      
 







 

  

 

   

   


 

的矩阵元

    插入恒等式

2 2

) ( )

              ( ) ( )

y
y z

z y
y z

p k p
p p

p p p p
p p






 

 

     
 

 

 


 

 

 

 

4.2

:

1

( , ) ( )

( , ) ( )

n

mn

mn

mn

H H n E n

n

F

F m F n dx x x

F m F n dx dx m x x F x x n

x F x F x x x
x

F m F n dx dx m x F x x x x n
x

d





 

 

   

  


    





 

 





 





求一维无限深势阱中的粒子的坐标和动量在能量表象中的矩阵元

解：在能量表象中基矢为 氏量的本征态

构成了本征函数完全集

算符 在能量表象下矩阵元为

插入恒等式

其中 是在坐标表示下的矩阵元

( , )

( )

( ) ( , ) ( )     ( )

n

mn n n m

x m x F x x n
x

u x n x

F dxu x F x u x u x m x
x

 







  







其中 是能量函数在坐标表象中的形式

其中
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0

0

2 2 2

2 2 2

2
( ) sin

1,2,3

( ) ( )

2 2
( sin ) ( sin )

4 (cos( )cos( ) 1)

( ) ( )

4 (( 1) ( 1) 1)

( )

n

a

mn m n

a

mn

mn

m n

n
u x x

a a
n

x dxu x xu x

m n
x dx x x x

a a a a
amn m n

x
m n m n

amn

m n



 

 

















 

  










在无限深势阱问题中我们考虑如图形式的阱，坐标表像的能量本征

函数为：

据此可直接计算矩阵元：坐标算符的矩阵元

积分后得

2 2 2 2 2

0

0

2 2

4 (( 1) 1)

( )

( )( ) ( )

2 2
( ) ( sin ) ( sin )

2 (cos( )cos( ) 1)
( )

( ) ( )

2 (( 1) 1)
( )

( )

m n

a

mn m n

a

m n

amn

m n

p dxu x i u x
x

m n
i dx x x

a a x a a
mn m n

i
a m n m n

mn
i

a m n



 

 







 





 




 




 

 
















动量算符的矩阵元

 

 

24.5

0 1 0 0 0

1 0 1 , 0
2 2

0 1 0 0 0

z x y

x y

x y

L L L L

i

L L i i

i

L L

   
        
   
   

   

 

设已知在 和 的共同表象中，算符 和 的矩阵分别为

求它们的本征值和归一化的本征函数，最后将 和 对角化。
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2 :

0 1 0

1 0 1
2

0 1 0

2

0 1 0

1 0 1

0 1 0

1 0

1 1 0

0 1

x

z

L

L L

a a

b b

c c

a a

b b

c c

a

b

c

 



 










    
        
    
    

 

    
        
    
    

  
     
    

 





解：本征方程为：

在 和 表象中本征方程为

设
 

3

2

1 0

1 1 0

0 1

2 0

( 2) 0

2,   0,   2

,   0,   






 

 





 



   

   

  
   

线性齐次方程有非零解条件：

 

0

  0

     0

0 0

0
0

0

0

a b

a b c

b c

b
b

a c
c a

b





 

  
   
  

 


       

求本征函数：

当 （ ）时：
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0

2†
0 0

2

1

( ) 0 0

1

1

( ) ( ) (1 0  1) 0 2 1

1

1

2

x

x x

a

L a

a

L L a a a

a



  

   
        
       

 
       
  

 

要求

其中常数由归一化来定：

0

1

1

1

2

1
1

( ) 0
2

1

( 2)

1

2
1

( ) 1
2

1

2

( 2)

1

2
1

( ) 1
2

1

2

i

x

x

x

a e a

L

L

L





 



 





 
    
  

 

 
 
 

  
 
  
 
   

 
 
 

  
 
  
 





－

这里的 并不能唯一的确定，可差任意相位因子 ，选择

同样的办法可得：

时

时

 

0 0

0 0
2

0 0

1 ( 0 ),

y

i

L i i

i

l


 

     
 
 

 


 

 

同理可得 的本征值为 ，，

这个结果可以直接解本征方程得到，也可直接看出

的角动量在任一方向上的投影都应是 ，， 与坐标系的选择无关

 

  ( 2)   

同样的办法可得到归一化本征矢

时
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1

0

-1

1

2
1

( )
2

1

2

0  ( 0) 

1
1

( ) 0
2

1

  ( 2) 

1

2
1

( )
2

1

2

y

y

y

L i

L

L i



 



 



 
 
 

  
 
  
 

 

 
   
 
 

   

 
 
 

  
 
  
 



时

时
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第五章 习题 

5-1 如果类氢原子的核不是点电荷,而是半径为 0r ,电荷均匀分布的小球,计算这

种效应对类氢原子基态能量的一级修正. 

解:  先求原子核产生的电场. 

     当 0rr  时为点电荷的场  
2

04 r

Ze
rE


  

     当 0rr  时由高斯定理 

         QsdE
s

0

1





 

        2 3

30
0

1 4
4

4 3
3

Ze
E r r

r
 

 
    

            
3

004 r

Zer
rE


  

    电势    
r

U r E r dr


   

    当 0rr  时     
r

Ze
rU

04
  

    当 0r r 时        0

0
2 3

0 0 0 04 4

r

r r r

Ze Zer
U r E r dr dr dr

r r 
 

      

                       22
03

0000 84
rr

r

Ze

r

Ze



 

                     











2
0

2

00

3
8 r

r

r

Ze


 

    电子在场中具有的电势能 

   





































2
0

2

0

2

2
0

2

00

2

2

0

2

3
2

3
8

4

r

r

r

Ze

r

r

r

Ze

r

Ze

r

Ze

reUrV
s

s




 

    其中
04

e
es   

哈密顿量为 
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 rVp
H 

2

ˆˆ
2

 

设将核看作点电荷时的哈密顿量为 0Ĥ . 

r

Zep
H s

22

0 2

ˆˆ 


 

再取 'ˆˆˆ
0 HHH   

则
















2
0

2

0

22

0 3
2

0
ˆˆ'ˆ

r

r

r

Ze

r

ZeHHH ss       
 
 0

0

rr

rr




 

基态能量的一级修正为 

 1 *
100 100

ˆ 'E H dV    

0

2

1

2
0

100

1 a

r

e
a














 ,球对称 

  0 0

1 1

2 2
1 2

3 30
0 0

1 1ˆ ' 4
r r

a aE e H e r dr
a a


 

     
     

   
  

 










0

0

0 3
0

2

0

2

2

2
3
0 22

314 r

s
a

r

dr
r

r

rr
Zeer

a


 

 










0

0

0 3
0

4

0

22

3
0

2

22

34 r a

r

s dr
r

r

r

r
re

a

Ze
 

    其中 ma 10
0 10~  .  mrr 14

0 10~  . 

1~ 0

2

0 


ee a

r

 

    即   dr
r

r

r

r
r

a

Ze
E

r
s  










0 3
0

4

0

2

3
0

2
1

22

34
 

          







 5

03
0

3
0

0

2
03

0

2

5

1

2

1

3

1

2

3

2

14
r

r
r

r
r

a

Zes  

          2
03

0

2

10

1

2

1

2

14
r

a

Zes 





   

3
0

2
0

2

5

2

a

rZes  
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5-2 转动惯量为 I ,电偶极矩为D

的空间转子处在均匀电场中,如果电场较小,

用微扰法求子基态能量的二级修正. 

  解: 'ˆˆˆ
0 HHH   

        
 D

I

L

2

ˆ2

 

  其中微扰项.   cos'ˆ DDH  
 

  0Ĥ 满足     
  2

0

1ˆ
2lm lm

l l
H Y Y

I





 

  其基态 00Y 能量本征值   00
0 E ,不简并. 

 1 *
0 00 00

ˆ 'E Y H Y d   

      








0

2

0 4

1
cos

4

1
Ddd  

    0  

    二级微扰与下式有关 

' *
00, 00

ˆ 'lm lmH Y H Y d   

103

4
cos'ˆ YDDH

        







 


cos

4

3
10Y  

'
00, 10

1 4

34
lm lmH D Y Y d

 


 
     

 
  

         dYYD lm10
3

1   

         dYYD lm
*

10
3

1           10
*

10 YY   

       01
3

1
mlD   
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 
       

2 22 2' ' 2 2
00, 00,102 '

0 2 20 0 0 0
, 00 00 10

1
3

2 3
0

2

lm

l m lm

DH H ID
E

E E E E
I

 
    

  


 
. 

5-3 设一体系未受微扰作用时只有两个能级: 01E 及 02E ,现在受到微扰 'Ĥ 的作用,

微扰矩阵元 

为 aHH  '
21

'
12 , bHH  '

22
'
11 , a , b都是实数.用微扰公式求能量至二级修正

值. 

解:能量一级修正 

  bHE  '
11

1
1                 bHE  '

22
1

2  

    能量二级修正: 

 
   

2 2' ' 2
122 '

1 0 0
01 02 01 021

lm

m m

H H a
E

E E E EE E
  

 
  

 
   

2 2' ' 2
212 '

2 0 0
02 01 02 012

lm

m m

H H a
E

E E E EE E
  

 
  

0201

2

011 EE

a
bEE


  

  
0102

2

022 EE

a
bEE


  

[注]本题也可直接求出能谱的精确解. 

    在能量表象下 














bEa

abE
HHH

02

01
0 'ˆˆˆ  

    设其本征态为 








2

1

c

c
则本征值方程为: 






























2

1

2

1

02

01

c

c
E

c

c

bEa

abE
 

    其久期方程为 

0
02

01 



EbEa

aEbE
 

即    02
0201  aEbEEbE  

      02 2
02010201

2  abEbEEbEEE  
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       



  2

0201
2

02010201 422
2

1
abEbEbEEbEEE  

              



  2

0201
2

02010201 442
2

1
abEbEbEbEbEE  

        



  22

02010201 42
2

1
aEEbEE  

       
 
 
























  
展开利用 nn

EE

a
EEbEE

11

2
0101

2

02010201

4
12

2

1
 

   
  

























2
0201

2

02010201

4

2

1
12

2

1

EE

a
EEbEE上式  

         


















0201

2

02010201

2
2

2

1

EE

a
EEbEE  

  


















0201

2

020102011

2
2

2

1

EE

a
EEbEEE  

    
0201

2

01 EE

a
bE


  

  


















0201

2

020102012

2
2

2

1

EE

a
EEbEEE  

   
0201

2

02 EE

a
bE


  

5-5 基态氢原子处于平行板电场中,若电场是均匀的且随时间按指数下降. 

即

0

0
t

e 





 


     
0

0 



当t

当t 为大于零的参数
  求经过长时间后氢原子处在 2p 态

的几率. 

    解:取电场沿 z轴,则选择定则为: 

    1l , 0m  

    当初态是 100 时,末态只能是 210 . 

0
ˆ ' cos

t

H ze e r e   


       0t   

0

2

1

3
0

10100

1 a

r

e
a

YR


 










  
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02
210 21 10 5

2
0

1
cos

4 2

r

aR Y re

a

 




   

 dvHHHmk 100
*
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'
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' 'ˆ   

      0 0
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2
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0

1 1
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a ae e re r e dv

a
a

  
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   
  

 
  

      0

3
2 22 2 20

4 0 0 0
0

sin cos
4 2

t
r

ae e
dr d d r r e

a

      





      

      0

3

22 40
4 0 0
0

cos sin
2 2

t
r

ae e
d r e dr

a

    



    

      0

3

22 40
4 0 0
0

cos sin
2 2

t
r

ae e
d r e dr

a

    



    

      
5

0 0
4
0

2562

3 812 2

t

e e a

a




    

      
t

eae


 00243

2128
 

   1 ''

0

1
' 'mk

t i t
m mka H t e dt

i
    

     
'

'
0 0 0

1 128 2
'

243
mk

t
t i te a e e dt

i



 

 

     

1

0 0

1 128 2 1

243 1

mki t

mk

e
e a

i i




 


   
 

 


 

    在 t 时 

   
mk

m i
ae

i
ta







1

1

243

21281
00

1


 

    由此可直接得到几率 

     
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2
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1
2
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mk
mmk

ae
tatP





















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第六章 习题 

6.1   粒子受到势能为
2

)(
r

a
rU  的场的散射，求 s分波的微分散射截面。 

解：运动方程为 

           0)]([ 22  rVk  

       其中
2

2 2



E
k


   

222

2
)(

2
)(

r

a
rUrV




  

与无关，设 

         
l

ll PrRr )(cos)(),(   

     再令   
r

ru
rR l

l

)(
)(   

    则 )(rul 满足 )52.6(   

      0]
)1(

)([
2

2
2

2




 l
l u

r

ll
rVk

dr

ud
 

   ∵ 只取 s分波，即 0l  

   ∴ 0)]([ 0
2

2
0

2

 urVk
dr

ud
 

     引入 'l  令 

          
2

'' )1(
)(

r

ll
rV


  

       即   
2

''

22

)1(2

r

ll

r

a 





         

2

1

4

12
2

' 


a
l


 

    方程变为 

         0
)1(

02

''
2

2
0

2








 
 u

r

ll
k

dr

ud
 

    其渐进近似解为 

         )
2

sin(
'

0

l
kr

k

A
u r     

 ∵未受势场影响的解为 

        )sin(
1

0 kr
k

u r    
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   ∴   相移   
2

'

0

l
   

    由 )142.6(  ： 

         0sin
1

)( 0  ie
k

f     （只取 s分波， 0l ） 

   0
2

2
2 sin

1
|)(|)( 

k
fq   

        

2'
2

2
)

2
(sin

1










l
k

 

        

2

22 2

1

4

12

2
sin

1




































a

k


 

        





















2

1

4

12

2
sin

1
2

2
2 

a

k


 

6.2 慢 速 粒 子 受 到 势 能 为








ar

arU
rU

　　

　　

0
)( 0   的 场 的 散 射 ， 若

000  UUE 　 ．求散射截面。 

 

 解：对慢速粒子，只需要考虑 s波 )0( l 即可，此时运动方程为： 

     0)]([ 2
2

2

 urUk
dr

ud
 

   在两区域内分别为 

       )(0'2
2

2

aruk
dr

ud
 　　　　  

       )(02
2

2

aruk
dr

ud
 　　　　  

   其中 
2

2 2



E
k


   

2
02

2

2' )(22



EU
k

U
k





 

   其解分别为： 

       rkrk ΒeΑeu ''        )( ar   

        )sin( 0 krCu          )( ar   
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      满足： 

     ①有限性，即
r

u
 在 0r 处有限 

    ∴  0
0

|  BA
r

u     即 AB     

      )( '' rkrk eeAu    

      ②连续性，在 ar  处及U 连续，
dr

d
，
dr

du
连续 

        )sin()( 0
''  kaCeeA akak  

        )cos()( 0
'''   kakCeeAk akak  

      两式相除： 

        )tan(
1

'

1
0''

''





 



ka
kee

ee

k akak

akak

 

        )'th()tan(
'0 ak
k

k
ka   

      ∴ kaak
k

k




 )'th(

'
arctg0  

  当 0k 时 

    11)'(
'

1
)'th(

'0 



  akth
ak

kakaak
k

k  

    
2

02
'



U
k


  

  散射截面 

    0
2

20 sin
4 
k

Q   

      
2

22
02

1)'(
'

1
4

4




  akth
ak

a
k


 

  当 0U 时 1)'th( ak  则  

    2
0 4 aQ   

6.4 用玻恩近似法求粒子在势能
22

0)( raeUrU  场中散射的散射截面 

  解：微分散射截面 

    
2

042

2

)sin()(
4

)( 


 drKrrrU
K

q


  
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2

0 042

2

)sin(
4 22


  drKrerU

K
ra




 

             

2

4
342

0
2

2

2

4

4
a

K

e
a

K

K

U 





 

             =
2

2

4
64

2
0

2

4
a

K

e
a

U 




 

         其中利用了 

       


 drKrre ra )sin(
0

22 2

2

4
34

a

K

e
a

K 
 

    ∵
2

sin2


kK   

     
2

cos12
4

2
sin4

2
222  




E
kK  

       )cos1(
2

4 




E
 

    ∴总截面 

 
 


2

0 0
sin)( ddqQ  





 







2

0

)cos1(
2

64

2
0

2

sin
4

2
2

de
a

U
E




 

   

cos
2 0

cos
22

64

2
0

22
2222  


dee

a

U
a

E

a

E




 

)
2

(
2

0

cos
2222

64

2
0

22
2222









a

E

a

E

e
E

a
e

a

U








 

)1(
4

22

4

42

2
0

2




a

E

e
Ea

U





 

)1(
4

22

4

42

2
0

2
a

E

e
Ea

U




 
  

6.5.用波恩近似法求粒子在势能











ar

0

2

)(
当

当

b

r

r

ze

ar

x

rU 场中散射的微分

散射截面，式中
2

2

sze

a
b  ， 
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解： 
2

042

2

)sin()(
4

)( 


 drkrrrU
k

q


  

2

0

2

42

2

)sin()(
4

 
a

s drkr
b

r

r

ze
r

k 


 

2

0

2
2

42

2

)sin()(
4

 
a

s drkr
b

r
ze

k 


 

2

332

222

42

2 2
cos

2
sin

2
coscos

4

bk
ka

bk
ka

bk

a
ka

bk

a

k

ze
ka

k

ze

k
ss 




 

2

32

2

32

2

2

2222

42

2 2
cos

2
sin

2
coscos

4

ka

ze
ka

ka

ze
ka

ak

ze
ka

k

ze

k

ze
ka

k

ze

k
ssssss 





222
844

422

)2cos2sin2(
4

 kakaakka
ka

ez s




 

2
22

844

422

)cossin
2

1(
16

kakaak
ka

ka

ez s 



 

6.6. 用波恩近似法求在势能 )0()( 0 

aeUrU a

r

场中散射时的微分散射截面，

并讨论在什么条件下，可以应用波恩近似法。 

解： 

2

0 024

2

sin)(
4

)( 
 

 krdreUr
k

q a

r



  

2

024

2
0

2

sin
4


 

 krdrre
k

U
a

r




 

4222

22
0

2

)1(

16

ka

aU






 

适用条件，可以近似为： 

 )(
)(0

0)( arU
arrU 

  

即看作方势阱或方势垒. 

1,由（6.4-7），当 00 U 时，即势垒情况，只要 10 
v

aU


，即可应用波恩近似。 

2,当 00 U 即势阱情况下，由（6.4-8）.只要 a
U



02
不是很接近

2


，则可应

用波恩近似。 
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第七章 习题 

7．1 证明 izyx  ˆˆˆ  

证明：∵   zyx i ˆ2ˆ,ˆ   

即 zxyyx i ˆ2ˆˆˆˆ   

又∵   0ˆˆˆˆˆ,ˆ  xyyxyx   

∴ zyxyx i ˆ2ˆˆˆˆ   

∴ zyx i ˆˆˆ   

两边同右乘 z̂ ， 

∵ 1ˆ 2 z  

∴ izyx  ˆˆˆ  

证毕 

 

7．2 求在自旋态  zS
2

1 中， xŜ 和 yŜ 的测不准关系 

22
yx SS  =? 

解：任意力学量的方均偏差
222 FFF   

在自旋态   









0

1

2

1 zS  

xŜ 、 yŜ 在 zŜ 表象中的矩阵表示为： 











01

10

2
ˆ 
xS ， 







 


0

0

2
ˆ

i

i
S y


 

 
40

1

01

10

201

10

2
01

2

2

1
2

2

1
2 

























   xx SS  

  0
0

1

01

10

2
01

2

1

2

1 















   xx SS  
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 
40

1

0

0

20

0

2
01

2

2

1
2

2

1
2 
















 







 
 

i

i

i

i
SS yy   

  0
0

1

0

0

2
01

2

1

2

1 














 
 

i

i
SS yy

  

∴ 
4

2
222 
 xxx SSS  

   
4

2
222 
 yyy SSS  

∴ 
22

22

4 










yx SS  

7．3 求 









01

10

2


xS 及 







 


0

0

2 i

i
S y


的本征值和所属的本征函数。 

解：本征方程： 

   xxx SSS     

设   








b

a
Sx  


























b

a

b

a


01

10

2


           取 



2
  
























b

a

b

a


01

10
 

0
1

1




















b

a




 

线性齐次方程有非零解的条件为： 

0
1

1








 

∴ 012   

   1  

∴ 
2


     此即本征值 
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求本征函数： 







0

0

ba

ba




 

2


   即 1 时 

ba
ba

ba








0

0
 

∴   









1

1
2
1 aS x  

常数a由归一化确定： 

      12
1

1
11

2*

2
1

2
1 








 aaaSS xx   

∴ 
2

12 a  

我们取（a的取值范围可相差任意相因子 ie ）
2

1
a  

∴   









1

1

2

1
2
1 xS  

同理： 

     









 1

1

2

1
2
1 xS  

同样的办法可求 yS 的本征值和它在 zS 表象下的本征函数： 

本征值为
2


 （自旋在任意方向投影的本征值均相同） 

本征函数： 

  









12

1
2
1

i
S y  

  









 12

1
2
1

i
S y  

7 ． 4 求 自 旋 角 动 量 在   cos,cos,cos 方 向 的 投 影

 cosˆcosˆcosˆˆ
zyxn SSSS  的本征值和所属本征函数。在这些本征态中，
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测量 zŜ 有哪些可能值？这些可能值各以多大几率出现？ zŜ 的平均值是多少？ 

解：①  cos
10

01

2
cos

0

0

2
cos

01

10

2 
















 













i

i
Sn  

          














coscoscos

coscoscos

2 i

i
 

本征方程： 

   nnn SSS          设   








b

a
Sn  





























b

a

b

a

i

i





coscoscos

coscoscos

2


      取 



2
  

0
coscoscos

coscoscos




















b

a

i

i




 

本征值方程： 

0
coscoscos

coscoscos








i

i
 

∴       0coscoscoscoscoscos   ii  

   0coscoscos 2222    

∴ 1coscoscos 2222    

∴ 1  

∴ 
2


  

这是个预料之中的结果，自旋在任意方向上投影都是
2


  

求本征函数： 

   
   






0coscoscos

0coscoscos

bai

bia




 

由这个齐次线性方程组可得： 

b
i

a







cos

coscos
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2


   即 1 时 

 




































1
cos1

coscos

1cos

coscos

2
1 







i
b

b

b
i

Sn  

其中b由归一化确定： 

    1
2
1

2
1 

nn SS   

1
1

1cos

coscos
1

1cos

coscos2 





























 




 i

i
b  

∴ 1
2

csc22 


b  

选（可相差一因子 ie ） 

2

cos1

2
sin

csc

1

2
2





b  

∴  















































cos1

cos1

coscos

2

2

1
cos1

coscos

2

cos1
2
1

ii
Sn  

2


   即 1 时 

 








































1
cos1

coscos

1cos

coscos

2
1 







i
b

b

b
i

Sn  

由归一化条件确定b： 

    1
2
1

2
1 



 nn SS   

1
1

1cos

coscos
1

1cos

coscos2 





























 




 i

i
b  

1
2

sec22 


b  

选  
2

cos1

2
cos

sec

1

2
2





b  
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∴  



















































cos1

cos1

coscos

2

2

1
cos1

coscos

2

cos1
2
1

ii
Sn  

② 在这些本征态中， zŜ 的可能值是
2


 ，（也就是 zŜ 的本征值）。 

③ a.在本征态  nS
2
1 中 zŜ 本征值

2


出现的几率： 

  










































1

0
cos1

2

2

0

1

cos1

coscos

2

2

cos1

cos1

coscos

2

2
2
1 








 i
i

Sn

 

   zz SS
i

2
1

2
1 cos1

2

2

cos1

coscos

2

2






 



 

可见在  nS
2
1 态中处于  zS

2
1 态（即 zS 的测量值为

2


）的几率为： 

2
cos

cos1

coscos

2

2

2
2

2

2
1















 

i
SP z


 

在  nS
2
1 态中处于  zS

2
1

 态（即 zS 的测量值为
2


 ）的几率为： 

2
sincos1

2

2

2
2

2

2
1

 





 


zSP  

b. .在本征态  nS
2
1

 中 zŜ 本征值
2


 出现的几率： 

  












































 1

0
cos1

2

2

0

1

cos1

coscos

2

2

cos1

cos1

coscos

2

2
2
1 








 i
i

Sn

 

   zz SS
i

2
1

2
1 cos1

2

2

cos1

coscos

2

2






 



 

∴ 在  nS
2
1

 态中处于  zS
2
1 态（即 zS 的测量值为

2


）的几率为： 

2
sin

cos1

coscos

2

2

2
2

2

2
1















 



i
SP z


 

在  nS
2
1

 态中处于  zS
2
1

 态（即 zS 的测量值为
2


 ）的几率为： 
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2
coscos1

2

2

2
2

2

2
1

 





 




zSP  

④ zS 的平均值： 

在  nS
2
1 态中： 


cos

22
sin

2
cos

22222
22

2
1

2
1









 






 













  zzz SPSPS  

在  nS
2
1

 态中： 


cos

22
cos

2
sin

22222
22

2
1

2
1









 






 













 

 zzz SPSPS  

当然这个结果也可通过 

   nznz SSSS
2
1

2
1 




   

得到 

7．5 设氢原子的状态是：
   

   
























,
2

3

,
2

1

1021

1121

YrR

YrR
 

① 求轨道角动量 z 分量 zL̂ 和自旋角动量 z 分量 zŜ 的平均值 

② 求总磁矩 ˆˆˆ
2

e e

 
   L S （SI）的 z 分量的平均值（用玻尔磁子表示） 

解：
   

   
        








































1

0
,

2

3

0

1
,

2

1

,
2

3

,
2

1

10211121

1021

1121





 YrRYrR

YrR

YrR
 

           zz SYrRSYrR
2
1

2
1 ,

2

3
,

2

1
10211121 

   

①    
4

0
2

3
1

2

1
22


 















zL  

   
422

3

22

1
22
































zS  
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② zzz S
e

L
e

M



2

 

         

BM

e

ee

4

1

8

1

442




















         玻尔磁子 
2

e
M B   

补充：自旋 ŝ

在 n


方向上的投影 ns 的本征函数： 

空间任意方向的单位矢n

为： 

( , ) (sin cos ,sin sin ,cos )x y zn n n n      
， （即令 r =1） 

.自旋 ŝ

在n


方向上的投影为： 

ˆ
n x x y y z zs s n s n s n s n        

 

我们只需将 xŝ ， yŝ ， zŝ 在 zs 表象下的矩阵表示代入到这个关系式中就可得到 nŝ 的

矩阵表示。 

 

 

 

 

 

 

这便是自旋在n

方向上的投影在 zs 表象下的矩阵表示。 

 自旋波函数 

   前面我们选择了一个表象—— zs 表象。在这个具体表象下给出了自旋算符

的矩阵表示。同样在这个表象下也可求出自旋算符的本征函数——自旋波函

数。（只有在某个具体表象中才能谈波函数）。   

   现在我们已经有了自旋算符在表象 zs 中的矩阵表示。求 zs 表象下的本征

波函数就是求表示矩阵的本征函数。 

在具体求自旋的本征函数之前先分析一下本征值 

   首先，毫无疑问地，无论在哪个方向上自旋分量的本征值都将是
2


 ，这

是一个物理事实与坐标系的选取无关。既然 zs 的本征值是
2


 。而 z 轴又可































 














coscossincossin

sinsincossincos

2

10

01

20

0

201

10

2

i

i

nn
i

i
ns zyxn







 

 120

以任意选取。自然每个方向上的投影都是
2


 。 

   自旋算符在n

方向上的投影 nŝ 在 zs 表象下的矩阵表示为： 






















cossin

sincos

2 i

i

n
e

e
s


 

据此可求出 ns 在 zs 表象下的本征函数 )( nsx  

这里下标是 ns 的本征值。由物理上的分析我们已经知道
2


 。这里我们

有本征方程也可求出这个结果。 

设 ( )n
a

s
b
 

  
 

 

这样本征方程为： 































b

a

b

a

e

e
i

i









cossin

sincos

2


 

令

)
2

(



  

本征方程为： 

0
cossin

sincos






















b

a

e

e
i

i








 

这是个 a,b 的齐次方程组.有非零解的条件为: 

1

1

0sin))(cos(cos

0
cossin

sincos

2

2

2










 










i

i

e

e

 

因此    
2


  

与前面分析的结果一致 

下面求本征函数.a,b 满足的方程为: 










 

0)(cossin

0sin)(cos

bae

bdea
i

i








 

(这两个齐次方程肯定是同解方程) 

我们有 
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bea i 


 




sin

cos
 

下面针对两个本征值 1 ,确定本征矢: 

1 的本征矢: bea i 


 




sin

cos
 

 

因此本征函数为: 

2

1

2

2cos 1 1 cos
cos 1 2 2

( ) sin 2sin cos sin
2 2 2

i ii

n

e b e be b
s

b
b b

 

 


   
 



        
                    
   

 

这里的 b为归一化条件 
†

1 1

2 2

( ) ( ) 1n ns s 
 

  

确定: 

2
sin

1)1

2
sin

2
cos

(

1

2
sin

2
cos

)**

2
sin

2
cos

(

22

2

2

2













































b

b

b

be
bbe

i
i

 

  由这个方程我们并不能唯一地确定 b（b 是一个复数，有虚部和实部，但这里

只有一个方程）。因此在满足这个条件的前提下 b可以任意选. 

  选择一： 

取  
2

sin


b  

这样 1

2

cos
2( )

sin
2

i

n

e
s

 




 
 

  
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 

 

选择二： 

取  2

2
sin

 i
eb   
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则   

2

1

2 2

cos
2( )

sin
2

i

n
i

e
s

e














 
 
 
 
 
 

 

实际应用中选择那一个都行。 

1 的本征矢: bea i 


 




sin

1cos
 

这样的本征函数为： 

2

1

2

1 2cos 1 sin
cos 1 2 2

( ) sin 2sin cos cos
2 2 2

i ii

n

e b e be b
s

b
b b

 

 


   
 



                             
   

 

由归一化条件: 
†

1 1

2 2

( ) ( ) 1n ns s 
 

  

确定 b: 

2
cos

1)1

2
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2
sin

(
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2
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2
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2
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2
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(
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
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
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


b

b

b
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i
i

 

同样 b的选择也有很大的任意性： 

选择一： 

取   
2

cos


b  

则  1

2

sin
2( )

cos
2

i

n

e
s

 




  
  
  
 

 

选择二： 

   取  
2

cos2 
i
eb   
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则  

2

1

2 2

sin
2( )

cos
2

i

n
i

e
s

e














 
 
 
 
 
 

 

几个有意义的特例： 

  zs 的本征矢（ =0，不妨也取 =0）  

1

2

1

2

1
( )

0

0
( )

1

z

z

s

s









 
  
 
 

  
 

 

与前面我们的分析结果相同 

 

 xs 的本征矢： )0,
2

(    

 

   

1

2

1

2

cos 124( )
12

sin
4

sin 124( )
12

cos
4

x

x

s

s















 
   

    
    
 
    

    
    
 

 

  ys 的本征矢： )
2

,
2

(
   

1
2

1
2

cos
24( )

12
sin

4

sin
24( )

12
cos

4

i

y

i

y

e i
s

e i
s























 
   

    
    
 
    

    
    
 

 

注意，这里的波函数都是 zs 表象下的。这几个波函数是经常会遇到的。 
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ˆ

, ( ,0,0)

ˆ
2

,
2

1
0 , (0)

2

( )

z

x x x

i
t

B

x B B

e e e
H B s B s B B

eB

t z

t e



  
  







 





 

       



  

 





   


匀强磁场中的电子

这是一个态矢演化的非常简单的例子

假设电子处在一个匀强磁场 中，不失一般性将磁场方向取在

方向即

此时电子由于具有磁矩将受到磁场的作用， 氏量为：

这里 为Larmor频率

假设 时刻电子自旋沿 方向向上 即处于 态

我们考虑态矢的演化
ˆ

1

2

1

2

1
(0)

2

垐 ˆ   

11
( )

12

11
( )

12

z

i
t

x x

z x

x

x

e




 
 

 

 

 





 

   

  
  

  


      



 
在 表象中考虑，由于 ，所以 的本征态就是 的本征态

在自旋一章已经知道在 表象下 的本征波函数为：

 

1
(0)

2

1 11
(0)

2 2 12
(0)

01 1 1
(0)

2 2 2

z

zz
z

z z

z

z






 











 

                            

初态态矢为

在 表象中的波函数为：  

1 1

2 2

ˆ(0)

1 1 11 1 1 1
(0) ( ) ( )

0 1 12 2 2 2

z

x x

 

    
 



         
           
        

将 在用 的本征函数（也就是 的本征函数）展开

 

1 1

2 2

1 1

2 2

 ( ) ( )

  ( ) (0)          
 ( ) ( )

x x xi
t

x x x

t

t e

    
 

    

  

 




   


 

时刻的波函数为
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1 1

2 2

1 1

2 2

1
( ) ( ) ( )

2

1
           ( ( ) ( ))

2

1 11 1 1 1
           

1 12 2 2 2

2           

2

cos
           

sin

xi t
x x

i t i t
x x

i t i t

i t i t

i t i t

t e

e e

e e

e e

e e

t

i t



 

 

 

 

    

   






 



 







 
   

 

 

   
    

   
 
 
 
 
 
 


 

1 1

2 2

1 0
           cos sin

0 1

           cos ( ) sin ( )z z

t i t

t i t

 

     
 





   
    

   
 

 

:

1 1
( ) cos sin

2 2

.
z z

z

t t i t

t

 



     

这是 表象下的波函数，写回态矢的形式为

这便是时刻态矢

 

2

2
1

2

2

2
1

2

1

2

1
( ) cos

2

1

2

1
( ) sin

2

z

z

z

z

t z

P t t

t z

P t t









 

 







  



  

跃迁几率：

考虑两个特殊的跃迁几率

时刻自旋沿 轴向上的几率（即处在 的几率为）：

时刻自旋沿 轴向下的几率（即处在 的几率为）：
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 

 

 

0 1 cos
( ) ( ) cos sin 0

1 0 sin2

0 cos
( ) ( ) cos sin sin 2

0 sin2 2

1 0 cos
( ) ( ) cos sin cos 2

0 1 sin2 2

x x

y y

z z

t

t
s t s t t i t

i t

i t
s t s t t i t t

i i t

t
s t s t t i t t

i t


   




    




    



  
      

  
       

  
       



 

 

时刻平均值：

 

 

7-6 

解: 3,0,2,1,1,2,0,3 共 4个态. 

     3210,3 111   

     
     
     




321

321

321

!2!3

1
1,2

222

111

111





 

                  321321321
2.6

1
112121211  

                 321321321 211121112    

                  321321321
3

1
112121211    

     
     
     




321

321

321

!2!3

1
2,1

222

111

111





 

                      321321321
12

1
212122221    

                 321321321 212221122    

                  321321321
3

1
212122221    

     3213,0 222   

7-7         1
1 1

2 2

1 2s    
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            2
1 1

2 2

1 2s  


  

                3
1 1 1 1

2 2 2 2

1
1 2 2 1

2
s    

 

 
  

 
 

       1 1 1 1

2 2 2 2

1
1 2 2 1

2
A    

 

 
  

 
 

    归一: 

          
 

  
1

1 2(1) (1)
1 1 1 1

2 2 2 2

1 1
2 1 1 2 1,0 1,0 1

0 0s s           
      

   
 

              
 

  
 1 2

1 22 2
1 1 1 1

2 2 2 2

0 0
2 1 1 2 0,1 0,1 1

1 1s s       

   

   
      

   
 

                   3 3
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
1 2 2 1 1 2 2 1

2 2
s s             

   

   
      

   
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1
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2
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              



























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







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
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

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
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
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7.8 设两电子在弹性辏力场中运动，每个电子的势能是   22

2

1
rrU  。如果电

子之间的库仑能和  rU 相比可以忽略，求当一个电子处在基态，另一电子

处于沿 x方向运动的第一激发态时，两电子组成体系的波函数。 
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在 , ,x y z三个方向上均为一维谐振子波函数之积 
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其中 m 为一维谐振子本征函数 
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沿 x方向的第一激发态 
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两电子空间部分波函数可能为： 

         
 

         
 

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

4
2

1 1 2 2 1 2 2 1 1 23/ 2

4
2

1 1 2 2 1 2 2 1 2 13/ 2

1

2

1

2

r r

s

r r

A

r r r r x x e

r r r r x x e





    


    








     

     

   

   

 

自旋部分波函数可能为 
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系统总波函数为： 
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